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一个数学几何模型的若干思考

陈燕萍

浙江省义乌大成中学　浙江义乌　322000

摘　要：在高中数学解题过程中，经常会用到模型思想。本文以一个数学几何模型为引子，例举该模型在三个方面的应用，

分别是求三角形面积的最大值，判断三角形解的个数及模型与其它知识的巧妙融合，并将其推广到一般的情形，揭示其内

容本质，展示通性通法，体现推广后的教学价值。
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引言

模型思想是高中数学教学的重要思想方法，是提高学

生数学解题能力的有效途径，教学中要渗透学生数学模型思

想，从而达到触类旁通，举一反三的效果。以下是我对一个

数学几何模型的几点思考。

1. 模型呈现 

如图 1，在 ABC∆ 中，已知角C （锐角）与边 AB ，

则点C 在以 AB 为弦长，以角C 为圆周角的优弧 AB 上。

如图 2，在 ABC∆ 中，已知角C （钝角）与边 AB ，

则点C 在以 AB 为弦长，以角C 为圆周角的劣弧 AB 上。

2. 模型应用

模型在求三角形面积最大值的应用 

例 1：在 ABC∆ 中，已知角 60C   ， 3AB  ，

则 ABC∆ 面积的最大值为 ________.

分析：由模型 1 可知，点C 在以 3AB  为弦长，

以 60C∠ =  为圆周角的优弧 AB 上，所以当CA CB ，

即 ABC∆ 为等边三角形时面积最大为
3 3
4

.

变 式 1： 在 ABC∆ 中， 已 知 角 60B   ， 点 D 是

AC 的 中 点， 3BD  ， 则 ABC∆ 面 积 的 最 大 值 为

________.

分析：过点 A 作 DB 的平行线交CB 的延长线于点

E ，如图 3.

因为 3BD  ， 60ABC∠ =  ，所以 2 3AE  ，

120ABE∠ =  ，由模型 2 可知，点 B 在以 2 3AE 

为弦长，以 120ABE∠ =  为圆周角的劣弧 AE 上，所

以当 2AB BE  时， ABE∆ 的面积最大为 3 ，又

ABC ABES S  ，所以 ABC∆ 的面积最大值为 3 .

变式 2：在 ABC∆ 中，已知角 120C   ，点 D 是边

AB 上靠近 A 的三等分点，且 1CD  ，则 ABC∆ 面积
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的最大值为 ________.

分析：过点 A 作 DC 的平行线交 BC 的延长线于

点 N ， 如 图 4. 因 为 1CD  ， 0120ACB∠ = ， 所 以

3
2

AN  ， 060ACN∠ = ， 由 模 型 1 可 知， 点 C 在

以
3
2

AN  为弦长，以 60ACN∠ =  为圆周角的优弧

AN 上，所以当
3
2

CA CN  时， ACN∆ 面积的最大

值为
9 3
16

，又 2ABC

ACN

S BC BD
S CN AD




   ，所以三角形

ABC 面积的最大值为
9 3
8

.

实 际 上， 变 式 2 还 可 以 推 广 到 一 般 的 情 形：

设
AD m
DB n

 ， ACB θ∠ = ， CD x ， 所 以

m nAN x
n
+

= ， ACN π θ∠ = − ， 由 模 型

知 当 且 仅 当 CA CN 时， ACN∆ 面 积 最 大 为

21 ( ) tan
4 2
m n x
n

θ+
， 又

ABC

ACN

S n
S m
∆

∆

= ， 所 以

21 ( ) tan
4 2ABC

n m nS x
m n

θ
∆

+
≤ ⋅ . 推广的意义在于巧妙

地利用模型解决了一类三角形被一条线段分成两个三角形

后，求原来三角形面积最大值的问题，当然还可以求其面积

延伸出来的一系列问题。从平时解题的反馈来看，碰到此类

题目时学生心理感到害怕，或者是无从下手，即使下笔做了

也是非常繁琐的代数运算，得分率极低。

模型在判断三角形解个数的应用

我们知道已知三角形两边及一边的对角，求三角形的

解会出现无解、一解和两解的情况。一般来说，判断三角形

解的个数可以利用正弦定理
sin sin sin
a b c
A B C
  及三

角形中大边对大角小边对小角相结合来分析，也可以画图比

较已知边与高的大小数形结合来分析，下面例举用模型来判

断三角形解的个数。

例 2：在 ABC∆ 中，若 7a = ， 2, 60b A   ，

则 ABC∆ 的解的个数为 ______.

分析：由模型 1 知点 A 在以 7BC  为弦长，以

60BAC∠ =  为圆周角的优弧 BC 上，以点C 为圆心，

以 2 为半径作圆，如图 5.

由图可知，优弧 BC 与圆C 的交点就是点 A，因为只

有一个交点，所以三角形只有一解。

变 式 1： 在 ABC∆ 中， 若 7a = ，

2 2, 60b A   ，则 ABC∆ 的解的个数为 ______.

分析：由例 1 知点 A在优弧 BC 上，以点C 为圆心，

以 2 2 为半径作圆，如图 6.

因 为 圆 O 直 径
7 2 7

sin 60 3
d  



， 由 于

2 77 2 2
3

  ，由图可得优弧 BC 与圆C 有两个

交点 ,A E ，所以三角形有两解。

变 式 2： 在 ABC∆ 中， 若 7a = ，
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2 21 , 60
3

b A   ，则 ABC∆ 的解的个数为 ______.

分析：由例 1 知点 A在优弧 BC 上，以点C 为圆心，

以
2 21
3

为半径作圆，如图 7.

因为
2 21
3

d ，由图可得优弧 BC 与圆C 内切，

只有一个交点，所以三角形只有一解 .

变式 3：在 ABC∆ 中，若 7a = ， 4, 60b A   ，

则 ABC∆ 的解的个数为 ______.

分析：因为
2 214
3

 ，所以点 A不存在，所以三角

形无解 .

变 式 4： 在 ABC∆ 中， 若 7a = ，

2, 120b A   ，则 ABC∆ 的解的个数为 ______.

分 析： 由 模 型 2 知， 点 A 在 以 7BC  ， 以

120A∠ =  为圆周角的劣弧 BC 上，以点C 为圆心，以

2 为半径作圆，如图 8.  由图 8 可得劣弧 BC 与圆C 只有

一个交点，故 ABC∆ 只有一解。

在实际教学中，可以利用几何画板来演示下列动画过

程，更加直观易懂。

θ 角 图形 关系式 解的个数

θ 为锐角

0 a c< ≤ 一解

sin
cc a
θ

< <
两解

sin
ca
θ

=
一解

θ 为钝角 0 a c  一解

虽然判断三角形解的个数是平常教学中的重点内容，

也是学生的难点，教师花很大力气讲授，但由于其情形复杂

多样，学生掌握起来的效果不理想。我们通过抓牢已知三角

形两边及一边对角的本质，也就是弧与圆的交点，利用两轨

迹交点个数来得出三角形解的个数，操作简单，直观易懂。

翻阅浙江省历年高考数学试卷，考察解三角形知识点的题目

出现多次，利用上述方法，事先做个判断，可以避免学生在

解此类问题时的盲目性。

模型与其它知识的巧妙融合

与平面向量的融合

向量集数与形于一身，我们可以在向量中感受到各种

几何图形。例如已知 ,a b
 

是夹角为 60 的单位向量，向量

c
满足 , 60a c b c   

   

，不难发现其几何意义就是模

型 1。

例 3： 已 知 平 面 向 量 , ( 0, )α β α α β≠ ≠ 满 足

1β = ， 且α 与 β α− 的夹角为120 ，则 α 的取值范

围是 _____ .

分析：根据向量的几何意义，作出图 9.



科研管理 SG
2025 年 7卷 9期

    242

因为OA


与 AB


的夹角为120 ，即角 60A   ，又

1OB  ， 与 模 型 1 吻 合。 因 为 点 A 在 优 弧 OB 上 , 根

据 图 形 0 OA d< ≤ ， 又
1 2 3

sin 60 3
d  



， 所 以

2 3(0, ]
3

α ∈ .

与立体几何的融合

例 4：已知直三棱柱 1 1 1ABC ABC （如图 10），高

为 2 ，异面直线 AB 与 1 1BC 所成角为 60 ，若直三棱柱

的外接球半径为 5 ，则四面体 1 1ABBC 体积的最大值为

____。

分析：连接 ABC∆ 的外心 2O 和 1 1 1ABC∆ 的外心 1O ，

取 1 2OO 的中点O，则O 为直三棱柱 1 1 1ABC ABC 的外接球

球心，所以 5R OA  , 2 1OO  , 由勾股定理得 2 2r AO 

，因为异面直线 AB 与 1 1BC 所成角为 60 ，所以 60ABC∠ = 

或 120ABC∠ = 

， 32 sin 4 2 3
2

AC r ABC= ∠ = × = ， 因

此 点 B 在 以 2 3AC  为 弦 长， 以 60ABC∠ = 

或 120ABC∠ =  为 圆 周 角 的 圆 上。 所 以 当 且 仅

当 AB BC ， 即 ABC∆ 为 等 边 三 角 形 时 面 积

最 大 为 3 3 ， 又
1 1 1 1 1

1
3A BB C ABC A B CV V  , 所 以

1 1

1 3 3 2 2 3
3A BB CV − ≤ × × = 。

结束语

高中数学的学习，离不开大量做题，细细揣摩，我们

可以发现在诸多地方都有这一数学几何模型的影子，用好这

一模型，解题往往可以事半功倍。同时我们面对一个数学问

题，要敢于专研，打破常规，从新的角度去理解，要观其形、

究其本，力争由一题而通一类。
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