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利用定积的分定义求极限

韩广发

江苏农林职业技术学院 基础部  江苏句容  212400

摘　要：本文通过剖析定积分定义与无限和式极限的本质联系，明确利用积分定义求极限时需满足的数量关系，并结合典

型例题揭示如何通过解析这些数量关系确定积分上下限以及被积函数。
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1 引言

计算无限和式的极限是高等数学中的一类常见问题，

常用方法包括夹逼定理、级数法、定积分法等。本文重点介

绍利用定积分的定义求解无限和式极限的方法。为此，我们

首先回顾定积分的定义 .

定 义 1  设 ( )f x 是 定 义 在 [ , ]a b 上 的 有 界

函 数， I 是 一 定 数． 若 对 [ , ]a b 的 任 意 分 割

1 2 1 1i i na x x x x x b− −< < < < < < < <  ， 任 取 1[ , ]i i ix xξ −∈

， 记 1i i ix x x −∆ = − ， max{ : 1,2 }ix i nλ = ∆ =  ，

都 有
0 1

lim ( )
n

i i
i

f x I
λ

ξ
→

=

∆ =∑ ， 则 称 ( )f x 在 [ , ]a b 上 可 积，

称 I 为 ( )f x 在 [ , ]a b 上 的 定 积 分， 记 作 ( )d
b

a
f x x∫ ， 即

0 1
( )d lim ( )

nb

i ia
i

f x x f x
λ

ξ
→

=

= ∆∑∫ ．

定积分的定义本身揭示了其与无限和式极限之间的紧

密联系。利用定积分求解这类极限不仅是分析问题的重要手

段之一，更是各类数学竞赛中的高频考点。但在实际应用中，

许多初学者往往难以准确判断积分上下限和构建正确的被

积函数，甚至对积分区间的分割数量也缺乏清晰认知。

值得强调的是，在将无限和式极限转化为定积分形式

时，必须厘清以下关键的数量关系：

1．项数对应规则：积分区间的分割份数与极限表达式

中和式的求和项数一致； 

2． 积 分 区 间 求 法： 积 分 上 下 限 分 别 由 极 限

1lim , lim nn n
a bξ ξ

→∞ →∞
= = 确定，且有 1[ , ]i i ix xξ −∈ ，

1

n

i
i

x b a
=

∆ = −∑ ；

3．积分区间对应：通过累加各子区间长度求出的积分

区间长度应等于由第 2 点中确定的积分上下限的差b a− ．

2 利用定积分定义求极限

由定积分定义可知，积分区间[ , ]a b 的分割方式及点 iξ
的选取均具有完全任意性。我们将在接下来的讨论中通过多

案例说明，利用定积分定义求解极限问题时，对区间的分割

方式不必采用等分形式，点 iξ 的选取也无需限定为小区间

的端点或中点等特殊位置。解题过程中我们还将具体说明如

何确定被积函数。

情形一：对区间做等距分割， iξ 取为小区间端点．

例 1  计算极限
1

1lim 1
n

n i

i
n n→∞

=

+∑ ．

解法一

取
1

ix n
∆ = ， i

i
n

ξ = ． 则 积 分 下 限

1
1lim lim 0

n n
a

n
ξ

→∞ →∞
= = = ，积分上限 lim lim 1nn n

nb
n

ξ
→∞ →∞

= = = ．

显然满足
1

n

i
i

x b a
=

∆ = −∑ ．并且有 1
1

i
ix
n−

−
= ， i

ix
n

= ．

可知 1[ , ]i i ix xξ −∈ ．因此，积分区间、积分上下限和 iξ 符

合引言中的数量关系．

由 ( ) 1 1i i
if
n

ξ ξ= + = + 知， ( ) 1f x x= + ．

故
1

1lim 1
n

n i

i
n n→∞

=

+∑
1

0
1 dx x= +∫

1

0
1 dx x= +∫

．

解法二
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取
1

ix n
∆ = ， 1i

i
n

ξ = + ． 则 积 分 下

限 1
1lim lim(1 ) 1

n n
a

n
ξ

→∞ →∞
= = + = ， 积 分 上 限

lim lim(1 ) 2nn n

nb
n

ξ
→∞ →∞

= = + = ． 显 然 满 足

1

n

i
i

x b a
=

∆ = −∑ ． 并 且 有 1
11i

ix
n−

−
= + ， 1i

ix
n

= +

．可知 1[ , ]i i ix xξ −∈ ．因此，积分区间、积分上下限和 iξ
符合引言中的数量关系．

由 ( )i if ξ ξ= 知， ( )f x x= ．

故
1

1lim 1
n

n i

i
n n→∞

=

+∑ 2

1
dx x= ∫ ．

由例 1 可以看出，利用定积分定义求极限时，被积函

数以及 iξ 的选择并不是唯一的，只要被积分区间、积分上

下限和 iξ 符合引言中给出的数量关系即可．

下面的例子中，我们不再逐一验证积分区间、积分上

下限和 iξ 之间数量关系，感兴趣的读者可以自行验证．

情形二：对区间做等距分割， iξ 非小区间端点也非小

区间中点．

例 2  计算极限

2 2 2

1 2lim( )
1 2n

n
n n n n n n n→∞

+ + +
+ − + − + −

 ．

这是一道可以利用夹逼定理求解的经典求极限问题．

这里我们分别利用夹逼定理和定积分定义进行求解．

解法一  （夹逼定理）

因 为 2 1
i

n n+ − 2 2

i i
n n i n n n

≤
+ − + −2 2

i i
n n i n n n

≤
+ − + −2 2

i i
n n i n n n

≤
+ − + −

，

且
2

1
lim

1

n

n i

i
n n→∞

= + −∑ 2

( 1)
2lim

1n

n n

n n→∞

+

=
+ −

1
2

= ，

2
1

lim
n

n i

i
n n n→∞

= + −∑
2

( 1)
2lim

n

n n

n n n→∞

+

=
+ −

1
2

= ，

由夹逼定理可知 2
1

lim
n

n i

i
n n i→∞

= + −∑ 1
2

= ．

解法二（定积分法）

2 2 2

1 2lim( )
1 2n

n
n n n n n n n→∞

+ + +
+ − + − + −



2
1

lim
n

n i

i
n n i→∞

=

=
+ −∑

1

1lim
1

n

n i

i
in n
n

→∞
=

=
+ −

∑

取 1 ,ix n
∆ = 1

i
i

in
n

ξ =
+ −

． 则

1
1

n

i
i

x
=

∆ =∑ ，

0a =
，

1b =
， 1

1
i

ix
n−

−
= ， i

ix
n

= ． 且 可 证 明

1[ ]i
i i
n n

ξ −
∈ ， ，

故原式 =
1

0
dx x∫

1
2

= ．

情形三：对区间做非等距分割， iξ 非小区间端点，也

非小区间中点．

例 3  计算极限
3 2

4
1

2 3lim
n

n i

i i i
n→∞

=

− +∑ ．

此题我们分别利用连续自然数平方和、立方和公式，

以及定积分的定义求解．

解法一  （代数法）

3 2

4
1

2 3lim
n

n i

i i i
n→∞

=

− +∑
2 2

4

( 1) ( 1)(2 1) ( 1)2 3
4 6 2lim

n

n n n n n n n

n→∞

+ + + +
− +

=

1
2

= ．

解法二（定积分法）

3 2

4
1

2 3lim
n

n i

i i i
n→∞

=

− +∑
2

2 2
1

2 1lim
n

n i

i i i
n n→∞

=

− −
= ⋅∑

取
2

2 1
i

ix
n
−

∆ = ，
2

2i
i i
n

ξ −
= ． 则

1
1

n

i
i

x
=

∆ =∑ ，
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0a = ， 1b = ，
2

1 2

( 1)
i

ix
n−

−
= ，

2

2i
ix
n

= ．且可证明

2 2

2 2

( 1)[ , ]i
i i
n n

ξ −
∈ ，

故原式
1

0
dx x= ∫

1
2

= ．

情形四：先变换 , 再利用定积分定义求解．

例 4  计算极限
2

4
1

( 1)lim
2

n

n i

i i
n→∞

=

+∑ ．

此题我们也是分别利用连续自然数平方和、立方和公

式，以及定积分的定义求解．但该例在利用定积分定义进行

求解时，需先对原式作相应的处理．

解法一 （代数变换）

2

4
1

( 1)lim
2

n

n i

i i
n→∞

=

+∑
2 2

4

( 1) ( 1)(2 1)
4 6lim

n

n n n n n

n→∞

+ + +
−

=
1
4

= ．

解法二（定积分法）

原式

=
1

2 2 2 2 2 2
1

1 1 ( 1) ( 1) ( 1) 1 1 ( 1)lim{[ ( ) ] [ ( )]}
2 2 2 2 2 2 2 2

n

n i

n n i i i n n n n n
n n n n n n

−

→∞
=

− + + −
⋅ − + ⋅ + ⋅ − ⋅ −∑

对于极限

1

2 2 2
1

1 1 ( 1) ( 1)lim[ ( ) ]
2 2 2 2

n

n i

n n i i i
n n n

−

→∞
=

− +
⋅ − + ⋅∑

取 2i
ix
n

∆ = ， 2

( 1)
2i

i i
n

ξ +
= ( 1, 2 1)i n= −

，
2

1 ( 1)
2 2n

n nx
n
−

∆ = − ，
1
2nξ = ．则

1
1

n

i
i

x
=

∆ =∑

， 0a = ，
1
2

b = ， 1 2

( 1)
2i

i ix
n−

−
= ， 2

( 1)
2i

i ix
n
+

=

( 1, 2 1)i n= − ，
1
2nx = ， 2

( 1)( )
2i

i if
n

ξ +
=

( 1, 2 1)i n= − ， ( )nf ξ 1( )
2

f=
1
2

= ．显然有

2 2

2 2

( 1)[ , ]i
i i
n n

ξ −
∈ ．

因此，
2

4
1

( 1)lim
2

n

n i

i i
n→∞

=

+∑
1

2 2 2
1

1 1 ( 1) ( 1)lim[ ( ) ]
2 2 2 2

n

n i

n n i i i
n n n

−

→∞
=

− +
= ⋅ − + ⋅∑

2 2 2

( 1) 1 1 ( 1)lim[ ( )]
2 2 2 2n

n n n n n
n n n→∞

+ −
+ ⋅ − ⋅ −

1
2
0

dx x= ∫ 0+
1
4

= ．

注  解 法 二 中， 若 直 接 取 2i
ix
n

∆ = ( 1, 2 )i n= 

，
2

( 1)
2i

i i
n

ξ +
= ． 则 0a = ，

1
2

b = ． 但 此 时
1

n

i
i

x
=

∆∑

2
1

n

i

i
n=

=∑
2

( 1)
2

n n

n

+

= -b a≠ ，且不为定数，不满足引言

部分给出的数量关系．因此，需对原式作如解法二中的变换。

我们对解法二中处理极限的方法进行推广，不难得到

下述定理．

定 理 1  若 ( )f x 在 [ , ]a b 上 可 积， 数 列 { }n n Nb ∈

单 调 递 增， 且 lim nn
b b

→∞
= , 对 于 [ , ]na b 的 一 个 分 割

1 2 1 1i i n na x x x x x b− −< < < < < < < <  ，

满 足 limmax{ } 0in
x

→∞
∆ = ， 且

1[ , ]i i ix xξ −∈ ， 则

1
lim ( )

n

i in i
f xξ

→∞
=

∆∑ ( )d
b

a
f x x= ∫ ．

证明由

1 2 1 1i i n na x x x x x b− −< < < < < < < < 

是[ , ]na b 的一个分割可知，

1 2 1 1i i n na x x x x x b b− −< < < < < < < < < 

是[ , ]a b 的一个分割 . 记该分割的细度为 || ||T

. 因为 lim nn
b b

→∞
= ，且对于[ , ]na b 的分割

1 2 1 1i i n na x x x x x b− −< < < < < < < <  （ 0x a=

，
n nx b= ）有 limmax{ } 0in

x
→∞

∆ = ，可知[ , ]a b 的分

割 1 2 1 1i i n na x x x x x b b− −< < < < < < < < < 
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满足 lim || || 0
n

T
→∞

= . 在[ , ]a b 的分割

1 2 1 1i i n na x x x x x b b− −< < < < < < < < < 

中，记 0x a= 、 n nx b= 、 1nx b+ = , 并取

1 1[ , ]n n nb x xξ + += ∈ . 由函数 ( )f x 在[ , ]a b 上可积，可

知
1

1
lim ( )

n

i in i
f xξ

+

→∞
=

∆∑ ( )d
b

a
f x x= ∫ . 再由 lim nn

b b
→∞

= ，

可知 1 1lim ( ) 0n nn
f xξ + +→∞

∆ = . 因此，
1

lim ( )
n

i in i
f xξ

→∞
=

∆∑

=
1

1 1
1

lim( ( ) ( ) )
n

i i n nn i
f x f xξ ξ

+

+ +→∞
=

∆ − ∆∑
1

1 1
1

lim ( ) lim ( )
n

i i n nn ni
f x f xξ ξ

+

+ +→∞ →∞
=

= ∆ − ∆∑ ( )d
b

a
f x x= ∫ .

利用上述定理容易求得极限

121
2

4 0
1

( 1) 1lim d
2 8

n

n i

i i x x
n

−

→∞
=

+
= =∑ ∫ ．

文献 [1] 中指出，利用定积分定义求极限时，积分区间

不一定分割为 n 份．这里我们给出另一个积分区间不是分

割为 n 份的例子．

例 5  计算极限

2

4
1

lim
n

n i

i
n→∞

=
∑ ．

解法一（代数法）

2

4
1

lim
n

n i

i
n→∞

=
∑

2 2

4

(1 )
2lim

n

n n

n→∞

+

=
1
2

= .

解法二（定积分法）

由 引 言 中 陈 述 的 数 量 关 系 的 第 一 条“ 项 数 对

应 规 则” 可 知， 在 利 用 定 积 分 定 义 求 解 该 极 限 时，

积 分 区 间 被 分 为 2n 份 . 将 原 求 和 表 达 式 变 形 得

2 2

4 2 2
1 1

1n n

i i

i i
n n n= =

= ⋅∑ ∑ . 取
2

1
ix n

∆ = ，
2i
i
n

ξ = ，

则 积 分 下 限 1 2

1lim lim 0
n n

a
n

ξ
→∞ →∞

= = = ， 积 分 上 限

2

2lim lim 1nn n

nb
n

ξ
→∞ →∞

= = = ．显然满足
1

n

i
i

x b a
=

∆ = −∑ ．

由 2( )i i
if
n

ξ ξ= = 知， ( )f x x=
．

故

2

4
1

lim
n

n i

i
n→∞

=
∑ 1

0
dx x= ∫

1
2

= ．

3  结论

在利用定积分定义求极限时，积分区间不一定分割为 n

份，对积分区间的分割也不一定是等分， iξ 也不必取为小

区间的端点、中点等特殊点，被积函数选择也不是唯一的．

只要积分区间、积分上下限和 iξ 满足引言部分给出的数量

关系，所求极限即可转化为定积分求解。
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