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矩阵初等变换方法的计算稳定性与误差分析研究

黄佐赫

杭州师范大学

摘　要：矩阵初等变换法是数值线性代数中解线性方程组、求逆矩阵、算特征值的重要工具，它的计算稳定性和误差影响

直接关系到算法的精度和可靠性。本文从理论和实验两个方面系统地研究矩阵初等变换法的计算稳定性以及误差传播规律。

通过数值实验来验证理论分析的正确性，并给出在保证精度的前提下减小误差放大的办法。
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随着科学计算和工程应用对数值精度要求的不断提高，

矩阵运算方法的稳定性和可靠性成了研究热点。矩阵初等

它是研究矩阵、向量组线性相关性、线性方程组的解、二次

型以及线性空间等内容不可替代的工具。等 [1]。在计算机浮

点环境中，舍入误差和病态问题常常导致计算结果偏离理论

值，影响算法的稳定性和精度。传统上多把研究重点放在算

法效率上，对于误差传播机制、稳定性控制的系统分析比较

欠缺。通过对比分析不同的变换策略和主元的选择对误差放

大有影响的因素，发现误差放大的主要原因，给出相应的改

进方法，为高精度数值计算提供参考。

1 矩阵初等变换方法基础

1.1 矩阵的基本概念与运算性质

矩阵是数或者符号按行和列形式组成的矩形数组， 记

作 A = 【aij】m×n， 其中 aij 表示第 i 行第 j 列的元素。矩阵

是线性代数的一个基本工具，矩阵的运算有加法、数乘和

矩阵乘法，当行数与列数相等时称为方阵。单位矩阵 In 的

主对角线上的元素是 1，其余元素是 0，满足 AIn = InA = A。

矩阵乘法具有结合性、分配性，但不具有交换性。若存在矩

阵 B 使得 AB = BA = I，则称 A 可逆，且 B=A-1。矩阵的秩

rank(A) 描述了行向量或列向量的线性独立性，是研究初等

变换及其稳定性的基本量 [2]。

1.2 初等行变换与列变换的定义

矩阵的初等行变换的三类是 : ( 1) 将矩阵两行进行交 换，

如将第 m 行与第 n 行交换 ; ( 2) 用一个不为零的数去乘矩阵

中某一行的所有元素 ; ( 3) 用矩阵中某一行的所有元素。分

别乘一个不为零的数，然后加到另外一行对应的元素中。

[[1,0,0],[2,1,0],[0,0,1]]，则 A`

   

  

 

列变换形式与行变换完全对应，执行行变换相当于左

乘初等矩阵 E，即 A'

变换是线性代数课程中矩阵的一种重要且基础的运算法则， 即 A''= AF。 若 将 第 二 行 加 上 第 一 行 的 两 倍， 可 令 E =

= EA；列变换为右乘初等矩阵 F，

 = EA 表示新的矩阵形式。

2.2 逆矩阵求解中的初等变换

对于可逆矩阵 A，构造增广矩阵 [A|I]，通过连续的行变

换把左侧的 A 变为单位矩阵 I，右侧也就变成了 A-1。表示

为 [EkEk-1…E1A | EkEk-1…E1I] = [I | A-1]。如果主元太小，计算

就会不稳定，产生较大的舍入误差。对于病态矩阵，该过程

会引起严重的数值漂移，所以常常要结合主元策略或者矩阵

2  矩阵初等变换在计算中的应用

2.1 高斯消元法中的初等变换

高斯消元法是初等行变换在数值计算中的典型体现。对

于线性方程组 AX = b，一系列行变换可将矩阵（可逆、顺

序主子式大于 0） A 化为上三角矩阵 U，同时对向量 b 施加

     EkEk-1…E1A = U，EkEk-1相应变换得到 b'。运算可表示为 …

        E1b = b'。将各步操作综合后，可得 A = LU 分解，其中 L 为下

三角矩阵。主元选取在计算中具有关键作用，部分主元法可

有效限制舍入误差放大，使结果在浮点环境中保持稳定。

预处理来提高稳定性。

2.3 线性方程组求解中的应用

线性方程组 AX=b 的求解可以看作是矩阵初等变换

的 直 接 应 用， 行 变 换 可 以 把 系 统 变 为 等 价 形 式 EkEk-1…

E1AX=EkEk-1…E1b，当 A 被化为阶梯形矩阵时就可以得到未

知向量 X。当矩阵的秩小于未知数的个数时，系统有无穷多

解；当矩阵的秩小于增广矩阵的秩时，系统无解。矩阵的初

等变换给出系统化的求解方法，也是 QR 分解、LU 分解、
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SVD 等现代算法的理论基础，使线性系统的数值解具有结

构性和稳定性。

3  误差来源与传播机制

3.1 舍入与截断误差的分类研究

数值计算中误差不可避免，主要有舍入误差和截断误

差。舍入误差是由于计算机对实数的有限表示造成的，所有

的浮点数只能近似真实值，例如实数 0.1 的二进制展开为无

限循环小数，计算机只能存储其近似值，从而引入微小误差。

每次加减乘除运算都会产生新的舍入误差，多次迭代或者长

链运算中这些误差不断累积，导致最终结果偏离理论值。双

精度浮点数虽然可以提供大约 15 ～ 16 位有效数字，但是在

高维矩阵计算中仍然难以避免数值漂移 [3]。

截断误差是由于算法的近似性造成的。连续计算被离

散化时，高阶项被忽略或者步长过大，就会有截断偏差。截

断误差的大小与算法阶数、收敛速度有关，主要出现在迭代

求逆、特征分解等过程中。总体来说，舍入误差由计算环境

决定，截断误差由算法结构决定，二者叠加影响矩阵初等变

换的稳定性和精度 [4]。

3.2 初等变换的误差累积分析

矩阵初等变换由多步线性操作组成，每步浮点误差均

可能在后续运算中被放大。设矩阵经第 k 步变换后为 A(k)，

则浮点计算结果为 Ã(k) = A(k) + ΔA(k)。误差不单来自单步舍入，

还会受到前期变换的影响而逐步累积。

在高斯消元法中，当主元过小时，除法运算放大误差，

使舍入误差呈指数增长。为抑制这种现象，采取部分主元选

取的办法，通过行交换保证主元是列中绝对值最大的那个，

降低误差放大倍数。对于病态矩阵或者高维稀疏矩阵，即使

采用主元策略，误差传播也比较大。如果累积误差不加控制，

会破坏矩阵的对称性或者正定性，导致算法的数值特性不稳

定。经验表明，当误差增长不超过 O(n²ε) 时，算法可以认

为是稳定的。

3.3 误差传播模型与定量评估

误差传播模型用于刻画误差在计算中的传递规律，可

形式化表示为 Δx = PΔA + QΔb + Rε。其中 P、Q、R 为

灵敏度矩阵，表示系统对各个误差源的响应强度。矩阵初等

变换中误差传播常常具有非线性特点，尤其当主元极小或者

矩阵病态时，误差会急剧增大，出现灾难性抵消现象，使得

有效数字急剧减少。误差评价一般结合条件数 κ(A) 和后向误

差 β 来判断。当 β 与机器精度 ε 同数量级时，算法可以认

为是稳定的；如果 β 明显变大，说明算法存在不稳定性。后

向稳定性已经成为现代数值算法评价的重要标准，可以结合条

件数、范数增长、残差等量化手段来综合判断算法的稳定性。

3.4 算法精度控制策略

矩阵初等变换中的误差无法消除，但可以通过优化策

略有效抑制。主元调整机制可以控制误差传播，全主元法最

稳定但是计算量较大；数值缩放、归一化能平衡矩阵量级，

防止中间结果溢出或者下溢；精度增强、残差修正通过高精

度计算、误差迭代提高计算结果的准确度；对于病态问题，

可以采用再正则化技术改善条件数，抑制误差爆发 [5]。

4  数值实验与结果分析

4.1 实验设计与测试矩阵

为了验证矩阵初等变换法在计算中的稳定性以及误差

控制性能，设计了多组 MATLAB 数值实验。测试矩阵包括

三类： 随机矩阵 U(0，1)、Hilbert 病态矩阵、对角占优矩阵，

矩阵规模为 n=10、50、100。全部实验都在双精度环境下进

行，重复运行 50 次以减小随机误差，输入向量 b 为全 1 列

向量，运行平台为 MATLABR2023b，处理器 i7-12700H，内

存 16GB，保证实验的科学性与重复性。

4.2 稳定性测试结果分析

图 1  不同算法在各类矩阵上的稳定性测试结果曲线

实验结果表明，高斯消元法在随机矩阵上表现稳定，

但在 Hilbert 矩阵中误差急剧上升；部分主元法改善了稳定

性，全主元法在所有测试中误差保持在机器精度水平。图 1

展示各种算法的平均相对误差曲线，纵轴为 log10 误差，横

轴为矩阵维度。可以看出高斯法的误差随着维度线性增加，

全主元法的误差几乎不变。随着条件数的增大，高斯法的误
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差达到 10-3，全主元法的误差仍小于 10-11，虽然运算时间增

加约 15%，但是稳定性提高了很多。

实验结果进一步显示，随着矩阵条件数增大，误差增

长的速度加快。对于 Hilbert 矩阵，高斯消元法的误差甚至

达到 10-3 量级，而全主元法仍能维持在 10-11 以下。这说明

在浮点运算环境中，算法的鲁棒性与主元策略密切相关。从

时间复杂度角度看，全主元法较慢约 15%，但在稳定性提

升方面具有明显优势。

4.3 误差行为的对比与讨论

为了比较算法的误差规律，统计部分主元法和全主元

法的平均误差，结果如表 5.1 所示。全主元法的误差波动最

小、方差最低，说明它的误差传播控制更好。

表 5.1  不同算法在各矩阵维度下的误差对比结果

矩阵规模 n 部分主元法误差 全主元法误差 误差方差比 (%)

10 1.2×10⁻¹² 9.5×10⁻¹⁴ 5.1

50 4.6×10⁻¹⁰ 2.1×10⁻¹² 6.4

100 7.8×10⁻⁸ 1.9×10⁻¹¹ 8.2

随着维度的增加，部分主元误差增长到全主元的上百

倍。对于对角占优矩阵，二者相差不大，说明当矩阵条件良

好时算法差异的影响较小。全主元法在复杂问题中精度最

高，稳定性最好。

结论

本文系统地研究了矩阵初等变换法的稳定性以及误差

特性。从理论和实验两方面可以得出，主元策略、条件数、

数值尺度都会对算法的稳定性产生较大影响。高斯法计算

效率高但是稳定性较差，部分主元法可以明显改善，全主

元法既具有高精度又具备鲁棒性。研究给高可靠数值算法

设计提供理论和实践依据，对科学计算、工程仿真等有重

要参考价值。
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