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一、引言 1

相位恢复问题是目前应用很广泛的一类问题，它是

通过函数或信号的测量值的绝对值来重构函数或信号。

目前相位恢复是很多领域的研究热点，其研究问题

主要集中在以下三个方面：

（1）解的存在性问题，即相位恢复是否有解，是否

能通过线性测量值的相位，即测量值的模，来恢复原来

的函数或者信号。

（2）解的唯一性问题，即如果通过线性测量值能够

找到解，解是否唯一，若唯一，是在什么情况下唯一？

（3）解的稳定性问题，如果由于仪器原因或实际情

况导致测量值出现扰动，那么得到的解是否也和真实的

解误差不大？

关于相位恢复解的存在性问题，很多学者从各个方

面进行了研究。在有限维空间中，文章 [1] 证明了有限维

空间 NR 中的 (2 1)N − 个向量能够进行相位恢复，并且没

有一组 (2 2)N − 个向量可以做到这一点，之后有大量的

数学家研究了复数域情况和无限维空间的情况。在无限

维空间中，有时需要从函数的 Fourier 变换的绝对值来恢

复此函数。这种情况广泛应用于天文学、衍射成像、雷

达、量子力学、语音识别等。其中衍射成像的测量设备

通常只能捕获强度，即相位信息，也就是根据 f̂ 来找到

f。在利用 Fourier 变换解决问题时，其难点在于通过仅知

道 Fourier 变换的模 f̂ 来恢复函数 f。根据函数 Fourier 变

换的性质，我们知道恢复了 f̂ 等于恢复了 f本身。因此通
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过 f̂ 来恢复 f̂ 或者 f是相位恢复研究的热点问题。

关于相位恢复解的唯一性问题，事实上，相位恢复

问题的解不唯一，它只能够在相差一个模为 1 的常数的

意义下来恢复信号。这是因为在实数域下 f和 -f测量的

相位是一样的，复数域下 f和cf的测量值是一样的，其中

1c = 。

关于相位恢复解的稳定性，文章 [2] 研究了通过 f̂

来恢复函数 f的稳定性问题。事实上，易知函数 ( )f x 及

其位移 ( )f x + ε 是不能通过其 Fourier 变换的模来区分。

但当 2, ( )f g L R∈ 并且同时具有紧支集时，利用复分析，

我们可以得到当 f̂ = ĝ 时，函数 f和g满足一定的条件，

就可以进行相位恢复，详细参考 [3— 7]。

在 Fourier 变换的相位恢复稳定性的研究问题中，若

f̂ 和 ĝ 在 2 ( )L R 中接近，即
2

f g− ≤ ε
 

，是否 f和g在

2 ( )L R 中足够接近？文章 [8] 指出在不加任何额外条件时，

这个稳定性是不成立的，但加上一些额外条件，稳定性

就可以成立，详见 [2]。本文将在文章 [2] 基础上，研究线

性正则变换的相位恢复稳定性问题。

本文首先给出线性正则变换的定义及其相关知识，

并给出 Fourier 变换相位恢复问题稳定性研究的已有结

论，最后给出本文的主要结论。

二、基本知识和符号

下面我们将给出本论文需要的一些基础知识。首先

我们给出 Fourier 变换的定义。

定义1　设函数 ( ) ( )1f x L R∈ ，则 ( )f x 的 Fourier 变

换定义为

 ( ) ( )
 1

2
ixu

R

f u f x e dx−=
π ∫
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紧接着，我们把 Fourier 变换推广到线性正则变换。

定义2　对于信号 ( ) ( )2f x L R∈ ，参数 ( , , , )A a b c d=

的线性正则变换（LCT）定义为

( )
( ) ( )

( )
2

2

, 0
            

0

A

A
cdui

f x K u x dx b
L f u

de f du b

+∞

−∞


≠= 


=

∫ 　　　　

　　　　　　

这里 ( )
2 2( 2 )

2,  
i du xu ax
b

A bK u x A e
− +

= 且
1

2 | |bA b
=

π
。

不失一般性，我们假定 0b > 。一般情况下， u 轴通

常被认为是 LCT 域。反过来，通过推导可以得到逆 LCT

的变换为

( )1 , , ,A d b c a− = − − ，

即 ( ) ( ) ( )1  ,                                A A
f x L f u K u x du−

+∞

−∞

= ∫ 。

关于线性正则变换和其他变换的关系，可通过下面

表格获得详细信息。

表1　线性正则变换及其特殊情况

参数 A 转换

( ), , ,A a b c d= 线性正则变换（LCT）

( )0 1 1 0A = −，，， Fourier 变换（FT）

( )cos ,sin , sin ,cosA a a a a= − 分数 Fourier 变换（FRFT）

( )0, , ,0A i i= 拉普拉斯变换（LT）

( )1, ,0,1A b= 菲涅尔变换（FRST）

( )1, ,0,1 , 0A ib b= − ≥ 高斯 - 维尔斯特拉斯变换

i i
2 21 0,e , e ,1

2
A

π π
− − 

= − 
 

巴格曼变换

定 义3　 对 任 何 1  p≤ < ∞ ， 函 数 f 满 足 ( ) ( )
 

|| || | |p
p p
L R

R

f f x dx= < ∞∫

( ) ( )
 

|| || | |p
p p
L R

R

f f x dx= < ∞∫ ，则称 ( )pf L R∈ 。当 ( )p f L R∞= ∞ ∈，

表示 ( ) ( ) 
|| || essupx RL R
f f x∞ ∈= < ∞。

文章 [4] 研究了相位恢复问题中如何从 Fourier 变换的

绝对值 f̂ 来恢复函数 f 。文章 [2] 研究了对于1 2p≤ < ，

相位恢复在空间 2( ) ( )pL R L R∩ 的稳定性，得到如下结果：

命题4[2]　对于 1 2p≤ < ， 1 2( ) ( )f L R L R∈ ∩ ，定义

0 0:fh R R≥ ≥→ ，

( )
( )

( )
1/22

10
8f f x

h x f d
ξ ≤

 
= ξ ξ +  
 
∫ 

 1
0 1
x p

p
>

 =

　　

　　
。

则对于所有的 1 2( ) ( )g L R L R∈ ∩ ，

( )2
2 2

1

( )( ) ( )

ˆ̂̂ ˆ̂2 2Im ImpfL R L RL R L R
f g f g h f g f f g

−
− ≤ − + − +

( )2
2 2

1

( )( ) ( )

ˆ̂̂ ˆ̂2 2Im ImpfL R L RL R L R
f g f g h f g f f g

−
− ≤ − + − +

并得到以下推论：

命 题5[2]　 设 1 2( ) ( )f L R L R∈ ∩ 在 可 测 集

{ :| ( ) | 0}L R f= ξ∈ ξ ≠


上具有实值 Fourier 变换支集。对所

有的 1 2( ) ( )g L R L R∈ ∩ ，有

( )2 1
22

( )
( )( )

2 30 2
L R L R

L RL R

f g f g L f g Img− ≤ − + − +
  

三、主要结论及证明

我们首先通过一个引理来说明线性正则变换和Fourier

变换之间的关系，从而得到相位恢复问题中用线性正则变

换的绝对值 ( )| |AL f u 来恢复函数 f 的稳定性问题。

引理6　设 ( ) ( ) ( ) ( )
2

1 2 2( )
ai x
b

ff x L R L R G x f x e∈ =∩ ， ，

则有以下关系

( )
2

2
( )

di u
b

fA
e uL f u G

bb
=



.

证明：由定义 2 可知， ( ) ( )( ) , 0A AL f u f x K u x dx b
+∞

−∞

= ≠∫ ，

且有 ( )
2 2( 2 )

21, .
2

i du xu ax
b

AK u x e
b

− +
=

π
带入 ( ),AK u x 得到

( ) ( )
2 21

2 21 
2

a di x i xu i u
b b b

AL f u f x e dx
b

+∞
− +

−∞

=
π∫

( )
2

212
2                         

2

di u ab i xu i x
b be f x e e dx

b

+∞
−

−∞

=
π ∫

令 ( ) ( )
2

2
ai x
b

fG x f x e= ，则有

( ) ( )
2 2

2 21 ( )
2

d di u i uub bix
b fA f

e e uL f u G x e dx G
bb b

+∞
−

−∞

= =
π∫



即 ( )
2

2
( )

di u
b

fA
e uL f u G

bb
=



，结论得证。

现在我们来给出本文的主要结论。

定 理7　 对 于 1 2p≤ < ， 1 2( ) ( )f L R L R∈ ∩ ， 定 义

0 0:fh R R≥ ≥→

( )
( )

( )
1/2

2
10

1
8

0 1.A
xf AL f u
b

x ifp
h x L f u du

ifp≤

  >
= +    = 

∫
　

　

则对于所有的 1 2( ) ( )g L R L R∈ ∩ ，

( )2 2

2

( )( )

1

( )

2

2 Im

pA A fL R L RL R

A A A
L R

f g L f L g h f g

L f L f L g−

− ≤ − + −

+　　　　　　
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证明：由引理 6 知

2 2
2

2 2    2 22 1 1( )

d di i
b b

A A f g f g f g
R R R R

e eL f L g d G G d G G d G G d
b b b b b b b bb b

ξ ξ
ξ ξ ξ ξ ξ ξ           ξ − ξ ξ = − ξ = − ξ = − ξ           

           ∫ ∫ ∫ ∫
     

2 2
2

2 2    2 22 1 1( )

d di i
b b

A A f g f g f g
R R R R

e eL f L g d G G d G G d G G d
b b b b b b b bb b

ξ ξ
ξ ξ ξ ξ ξ ξ           ξ − ξ ξ = − ξ = − ξ = − ξ           

           ∫ ∫ ∫ ∫
     

（令 b
b
ξ

h = ⇒ ξ = h ）

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2  1

f g f g
R R

G G d b G G d
b

= h − h h = h − h h∫ ∫
   

因为 1 2, ( ) ( )f g L R L R∈ ∩ ，易知 ( )fG x ， ( ) 1 2( ) ( )gG x L R L R∈ ∩
由命题 4 知，

( )2        f g L R
G G−

( )
( )



( )
2 2

1

2 2 Impff g G f g f f gL R
L R L R

G G h G G G G G
−

≤ − + − +
   

 （1）

易知， ( ) ( ) 1, 2ppf g L RL R
G G f g p− = − ≤ ≤ 。（2）

在引理 6 中令
ut u bt
b

= ⇒ =

则得到 ( ) ( )
2

2
dbi t

f AG t be L f bt
−

=


，故

( )2
f g

L R

G G−
 

1
2 2

( )f g
R

G t G t dt
 

= −  
 
∫

 

( ) ( )
2 2

1
2 2 

2 2
db dbi t i t

A A
R

be L f bt be L g bt dt
− − 

 = −
 
 
∫

( ) ( )
1

 22
A A

R

b L f bt L g bt dt
 

= − 
 
∫

( ) ( )
1

 22
A A

R

L f u L g u du
 

= − 
 
∫

2 ( )A A L R
L f L g= − 。（3）

同时，

( )
( )

( )
1/22

10
8

f
f

G fG x
h x G d

ξ ≤

 
= ξ ξ  
 
∫ 



+
1

0 1.
x if p

if p
 >


=

　

　

( )
( )

1/22

10
8

A
AbL f bt x

bL f bt dt
≤

 =  
 ∫ +

1
0 1.
x if p

if p
 >


=

　

　

( )
( )

1/2
2

108
A

x AL f u
b

L f u du
≤

 
=   
 
∫ +

1
0 1.
x if p

if p
 >


=

　

　

和



( ) ( ) ( )
2 2 2

1

1

2 2 2

Im ( ) ( ) ( )

Im

f f g

db db dbi t i t i t

A A A

G t G t G t

be L f bt be L f bt be L g bt

−

−
− − −

=

 

( ) ( ) ( )1
Im A A AL f bt L f bt bL g bt

−
=



( )2

1

Im f f g

L R

G G G
−

 

( ) ( ) ( )
1

 221
Im A A A

R

L f bt L f bt bL g bt dt
− 

=  
 
∫

( ) ( ) ( )
1

 221
Im A A A

R

L f u L f u L g u du
− 

=  
 
∫

2

1

( )
Im A A A

L R
L f L f L g−=

把以上结果代入（1）式，即得到结果，证毕。

推 论8　 设 1 2( ) ( )f L R L R∈ ∩ 在 可 测 集

{ :| ( ) | 0}fL R G= ξ∈ ξ ≠ 上具有实值 Fourier 变换支集。对

所有的 1 2( ) ( )g L R L R∈ ∩ ，有

( )2L R
f g−  

2

12

2

( )( )
( )

2 30 2
di
b

A A AL RL R
L R

L f L g L f g Ime L g
−

≤ − + − +

证 明： 因 为 1 2, ( ) ( )f g L R L R∈ ∩ ， 易 知 ( )fG x ，

( ) 1 2( ) ( )gG x L R L R∈ ∩
由命题 5 知， ( )2f g L R

G G−

  

1 22 ( ) ( )( )
2 30 2f g f g gL R L RL R

G G L G G ImG≤ − + − +

由（2）（3）式可知，

( ) ( ) 1, 2ppf g L RL R
G G f g p− = − ≤ ≤ ，

 

( )
22 ( )f g A A L RL R

G G L f L g− = − 。

而 

( )
( )

2

2

1
2 2 

2Im Im
dbi t

g AL R
R

G be L g bt dt
− 

 =
 
 
∫

( ) ( )
2

2

2

1
2 2 

( )

Im Im
d di u i
b b

A A
R L R

e L g u du e L g
− − 

 = =
 
 
∫ 

，

代入上面的式子得到，

( )2L R
f g−
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12

2

2

( )( )
( )

2 30 2
di
b

A A AL RL R
L R

L f L g L f g Ime L g
−

≤ − + − +

故得证。
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