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1.引言 1

常微分方程是一个未知数及其导数或微分的关系式。

微积分和微分方程同一时期产生，在历史上，人们对微

分方程的研究大量集中在怎么求出它的通解，而在实际

应用中，只有很少的方程能求出通解，所以更多的情况

是求方程在某种条件下的特殊解。

目前，人们对常微分方程的概念已经有了很多的了

解，也总结了很多常微分方程的有关理论和高阶常系数

线性微分方程的不同类型的解法。本文将把高阶常系数

线性微分方程的部分解法分为三个部分来讲述。第一部

分，分析高阶齐次线性微分方程不同情况下的特征根对

应的解和对特殊的欧拉方程的解法。第二部分，讲述了

对高阶常系数非齐次线性微分方程的解法。第三部分，

讲述了特殊的可降阶的微分方程的解法。

文献 [1] 解决了对常微分方程的一般理论的研究，文

献 [2]、[3] 解决了对高阶微分方程在方程中的应用问题，

文献 [4]、[5]、[6] 解决了对不同类型的高阶微分方程的各

种解法。

2.高阶常系数齐次线性微分方程

定义 1：形如

[ ]
1

1 11L 0
n n

n nn n

d x d x dxx a a a x
dt dt dt

−

−−≡ + + + + =  （1）的方

程，方程（1）被称为阶常数系齐次线性微分方程，其中

1 2, , , na a a 为常数。

定 理 1： 设 线 性 微 分 方 程（1） 的 解 为

( ) ( ) ( )1 2, , , nx t x t x t ， 且 互 相 线 性 无 关， 则

( ) ( ) ( )1 1 2 2 n nx c x t c x t c x t= + + + 也是线性微分方程的解，

其中 ( )1,2, ,ic i n=  是任意常数。
定 理 2： 设 线 性 微 分 方 程（1） 的 解 为

( ) ( ) ( )1 2, , , nx t x t x t ， 则 ( ) ( ) ( )1 1 2 2 n nx c x t c x t c x t= + + +
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是线性微分方程的通解，其中 ( )1,2, ,ic i n=  是任意常
数。

2.1 特征根法

在高阶常系数齐次线性微分方程中，求其特征值的

方法是解决这类方程的一般方法。为了解出某一高阶齐

次微分方程，首先要求得它的基本解组，由叠加原理可

知，基本解组的线性组合都是该方程的解，则其线性组

合是方程的通解。

这里，首先要解得方程（1）的基本解组。已知一阶

线性微分方程的通解的形式为 teλ ，我们把这一阶常系数

微分方程的解代入方程（1），可得

1

1 11

n t n t t
t t

n nn n

d e d e deL e a a a e
dt dt dt

λ − λ λ
λ λ

−−
  ≡ + + + +  

( ) ( )1
1 1 .n n t t

n na a a e F e− λ λ
−= λ + λ + + λ + ≡ λ  （2）

其中 ( ) 1
1 1

n n
n nF a a a−
−λ ≡ λ + λ + + λ + 是 λ 的 n 次多

项式， λ 为待定常数，它可为实根，也可为复根。显然，

如果

( ) 1
1 1 0n n

n nF a a a−
−λ ≡ λ + λ + + λ + =  （3）

的根为 λ ，那 teλ 便为方程（1）的解，前者为后者

成立的充要条件。则方程（3）为方程（1）的特征方程，

它的根就是特征根。下面对特征根分类讨论。

2.1.1 特征根为单根的情况 .

设 1 2, , , nλ λ λ 是特征方程（3）的 n 个互不相同的

根，它们对应的方程（1）的解为

1 2, , , .ntt te e eλλ λ
  （4）

其中 λ 既可为实数，也可为复数，所以我们要对此

分类讨论。

假定 λ 为单实根，那么线性微分方程（1）的通解可

表示为

1 2
1 2 .ntt t

nx c e c e c eλλ λ= + + +

其中 ( )1,2, ,ic i n=  为任意常数。

假定 λ 为复根，又因为方程（1）的常系数为实数，
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所以得知，方程的解以成对的共轭复根的形式来表示，

设其中的一个根为 1= +iλ α b ，则这个根对应的共轭复数

1= +iλ α b 同样也是方程的根。那么，与方程（1）对应的

复值解为

( ) ( )+ cos sini t te e t i tα b α= b + b ，

( ) ( )cos sini t te e t i tα− b α= b − b .

显然，与线性微分方程（1）对应的复值解的实数部

分是方程的解，对应的虚数部分同样是方程的解，所以

方程（1）的实值解为 coste tα b ， sinte tα b . 下面给出两

个实际的例题进行讲述。

例1　求 5 0y y′′ ′− = 的通解。

解：首先特征方程为 2 5 0λ − λ = ，得特征根 1 0λ = ， 

2 5λ = ，所以基础解系为 1， 5te ，所以方程的通解为
5

1 2
ty c c e= + ，其中 1c ， 2c 为任意常数。

例2　求 3 9 13 0y y y y′′′ ′′ ′− + + = 的通解。

解： 首 先 特 征 方 程 3 23 9 13 0λ − λ + λ + = ， 

整 理 得 ( )( )21 4 13 0λ + λ − λ + = ， 得 特 征 根 为

1 1λ = − ， 2 2 3iλ = + ， 3 2 3iλ = − ， 所 以 基 本 解 组

为 te− ， 2 cos3te t ， 2 sin3te t ， 所 以 方 程 的 通 解 为
2 2

1 2 3cos3 sin3t t ty c e c e t c e t−= + + ，其中 1c ， 2c ， 3c 为任
意常数。

对于这种高阶齐次微分方程的简单计算题，只需要

先考虑解出其特征根，解特征方程得到特征根，根据基

础解组的形式写出基本解组，得到通解。

2.1.2 特征根为重根的情况 .

假定特征根 1λ 是 k 重根，则

( ) ( ) ( )( )1
1 1 1 0kF F F −′λ = λ = = λ = ， ( )( )1 0kF λ ≠ ，

对于特征方程 1
1 0n n k

n ka a−
−λ + λ + + λ = ，有与它对

应的方程为

( )
1

1 1 0
n n k

n kn n k

d x d x d xa a t
dt dt dt

−

−−+ + + = .

前面讨论到高阶齐次微分方程的基本解组为 teλ ，设

1 0λ = ，易知特征方程有 k 个解 2 11, , , , kt t t −
 ，且线性无

关。设 1 0λ ≠ ，作变量替换 1tx yeλ= ，得
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 22

1 1 1

1
.

2!
mm m m mt t mm m

x ye e y m y y y− −λ λ − 
= = + λ + λ + + λ 
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易得

[ ]1 1 1

1

1 11 .
n n

t t t
nn n

d y d yL ye b b y e L y e
dt dt

−
λ λ λ

−

 
  = + + + =  

 


方程（1）可变为

[ ]
1

1 1 11 0.
n n

n nn n

d y d y dyL y b b b y
dt dt dt

−

−−≡ + + + + =  （5）

1 2, , , nb b b 为常数，得到方程（5）的特征方程为

( ) 1
1 1 0.n n

n nG b b b−
−µ ≡ µ + µ + + µ + =  （6）

据计算得出

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 11
1 1 .t t tttF e L e L e e G eµ+λ µ+λ µ+λλµ   µ + λ = = = µ  

即 ( ) ( )1F Gµ + λ = µ ， 由 此 能 够 知 道

( )( ) ( )( )1
j jF Gµ + λ = µ ，其中 1,2, ,j k=  。可知方程（3）

与方程（6）的根相对应，且有相同的重数。因而得到方

程（1）的 k 个解

1 1 1 1 112, , , , .t t t k te te t e t eλ λ λ − λ


例3　求
3 2

3 23 4 0d x d x x
dt dt

− + = 的通解。

解：特征方程为 3 23 4 0λ − λ + = ，得特征根 1 1λ = − ， 

2 2λ = （二重根），基本解组为 te− ， 2te ， 2tte ，所以通解

为 2 2
1 2 3

t t tx c e c e c te−= + + ，其中 1c ， 2c ， 3c 为任意常数。

3.高阶常系数非齐次线性微分方程的解法

定义 2：形如

[ ] ( ) ( ) ( ) ( )
1

1 11L
n n

n nn n

d x d x dxx a t a t a t x f t
dt dt dt

−

−−≡ + + + + =  （7）

的方程，我们称它为 n 阶非齐次线性微分方程，简称非

齐次线性微分方程。若其中 ( ) 0f t ≡ ，则方程（7）变为

( ) ( ) ( )
1

1 11 0.
n n

n nn n

d x d x dxa t a t a t x
dt dt dt

−

−−+ + + + =  （8）

把它称之为与非齐次线性微分方程（7）对应的齐次

线性微分方程。

3.1 常数变易法

拉格朗日用十一年钻研出了解决线性微分方程的有

效方法，即常数变易法。常数变易法其实就是特殊的变

量代换，将已知通解中的常数变为的待定函数，通过不

断微分解出待定函数来解微分方程。

对 于 非 齐 次 线 性 方 程（7）， 已 知 其 基 础

解 组 为 ( ) ( ) ( )1 2, , , nx t x t x t ， 得 到 它 的 通 解 是

( ) ( ) ( )1 1 2 2 n nx c x t c x t c x t= + + + ， 其 中 ( )1,2, ,ic i n=  为

任意常数。我们把 ( )1,2, ,ic i n=  看作 t 的待定函数，令

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 .n nx c t x t c t x t c t x t= + + +  （9）

对（9）作 t 的微分，得到

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 1 2 2
n n n n

n nx c t x t c t x t c t x t= + + +

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 1 1
1 1 2 2 .n n n

n nc t x t c t x t c t x t− − −′ ′ ′+ + + +

我们令

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 0.n nc t x t c t x t c t x t′ ′ ′+ + + =  （10）
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能够得到

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 .n nx c t x t c t x t c t x t′ ′ ′′ = + + +  （11）

重复前面的操作，再对（11）作 t 的微分，得到关

于 ( )ic t 的方程

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 0.n nc t x t c t x t c t x t′ ′ ′ ′ ′+ + + =  （12）

以及

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 .n nx c t x t c t x t c t x t′′ ′′ ′′′′ = + + +  （13）

对（13）再继续微分，重复此操作到 1n − 阶，可得

到 1n − 个关于 ( )ic t 的方程及

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 1 1 1
1 1 2 2 .n n n n

n nx c t x t c t x t c t x t− − − −= + + +  （14）

最后再对（14）对 t 微分得到
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1

1 1 2 2 1 1
n n n n n

n nx c t x t c t x t c t x t c t x t−′= + + + +

( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 1
2 2 .n n

n nc t x t c t x t− −′ ′+ + +  （15）

最后，我们把过程中得到的条件带入原高阶非齐次

线性方程（1）可以得到

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )1 1 1
1 1 2 2 .n n n

n nc t x t c t x t c t x t f t− − −′ ′ ′+ + + =  （16）

此 时， 我 们 得 到 了 n 个 含 有 ( )1,2, ,ic i n′ =  的 方

程，它们组成的系数行列式是 ( ) ( ) ( )1 2, , , nW x t x t x t   ， 

并 且 0W ≠ ， 所 以 这 个 线 性 方 程 组 的 解 可 以 唯 一 确

定， 然 后， 令 ( ) ( )i ic t t′ = ϕ ， 把 它 进 行 积 分， 可 得

( ) ( )i i ic t t dt= ϕ + γ∫ ，其中 iγ 为任意常数， 1,2, ,i n=  。

最 后， 将 所 有 得 到 的 ( )ic t′ 代 入（9）， 便 可 得 到

（7）的解，即得到原非齐次线性方程的通解，为

( ) ( ) ( )
1 1

.
n n

i i i i
i i

x x t x t t dt
= =

= γ + ϕ∑ ∑ ∫

当 ( )1,2, ,i i nγ =  取确定的值时，可得到方程（7）

的一个确定的解。

例4　求 cosx x t′′ − = 的通解，已知对应齐次线性方程

的基本解组为 1
tx e= ， 2

tx e−= 。

解：令对应的齐次线性方程的通解为 ( ) ( )1 2
t tx c t e c t e−= + ， 

作 t 微分，得到 ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2
t t t tx c t e c t e c t e c t e− −′ ′′ = − + + ， 

令 ( ) ( )1 2 0t tc t e c t e−′ ′+ = ， 得 ( ) ( )1 2
t tx c t e c t e−′ = − ， 再 对

t 微 分， 得 到 ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2
t t t tx c t e c t e c t e c t e− −′ ′′′ = + + − ， 

将 x ， x′′ 代 入 cosx x t′′ − = 得 ( ) ( )1 2 cost tc t e c t e t−′ ′− = ， 

则 有
( ) ( )
( ) ( )

1 2

1 2

0

cos

t t

t t

c t e c t e

c t e c t e t

−

−

 ′ ′+ =


′ ′ − =
， 解 得 ( )1

cos
2 t

tc t
e

′ = ，

( )2
cos
2 t

tc t
e−

′ = − ，将它积分得 ( ) ( )1 1
1 cos sin
4

tc t e t t−= − − + γ ， 

( ) ( )2 2
1 cos sin
4

tc t e t t= − + + γ ， 故 原 方 程 的 通 解 为

1 2
1 cos
2

t tx t e e−= − + γ + γ ，其中 1γ ， 2γ 为任意常数。

3.2 比较系数法

在 非 齐 次 线 性 方 程 中 ， 若

( ) ( )1
0 1 1

m m t
m mf t b t b t b t b e− λ
−= + + + + ，其中 λ ， ( )1,2, ,ib i n= 

为实常数，则方程有特解

( )1
0 1 1 .k m m t

m mx t B t B t B t B e− λ
−= + + + +

  （17）

其中 0 1 1, , , ,m mB B B B− 是待定常数，且能够由已知

的条件唯一确定。 k 由 ( ) 0F λ = 确定，如果 λ 是方程

( ) 0F λ = 的特征根且 λ 为单根，那么 1k = ；假定 λ 是重

根，则 k 是 λ 的重数；假定 λ 不是方程 ( ) 0F λ = 的特征

根，那么 0k = 。

假 定 为 复 数， 表 示 为 iλ = α + b ， 若

( ) ( ) ( )cos sin tf t A t t B t t eα= b + b   ，其中 α ， b 是常数，

( )A t ， ( )B t 是含有未知数 t 的实系数多项式，则方程

（7）有特解

( ) ( )cos sin .k atx t P t t Q t t e= b + b  

这 里 k 由 iλ = α + b 决 定， 当 iλ = α + b 是 ( ) 0F λ =

的 根 时， k 为 iλ = α + b 的 重 数， 当 iλ = α + b 不 是

( ) 0F λ = 的根时， 0k = 。由 ( ) ( )cos sini t te e t i tα+ b α= b + b ，

( ) ( )cos sini t te e t i tα− b α= b − b 变换可得

( ) ( )
cos

2

i t i t
t e ee t

i

α+ b α− b
α +

b = ，
( ) ( )

sin
2

i t i t
t e ee t

i

α+ b α− b
α −

b = .

所以有

( ) ( ) ( )cos sin atf t A t t B t t e= b + b  

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2 2

i t i t
i t i tB te eA t i e e

i

α+ b α− b
α+ b α− b+

= − −

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2
i t i tA t iB t A t iB t

e eα+ b α− b− +
= +

( ) ( )1 2f t f t= + .

显然，

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 22
i tA t iB t

f t e f tα− b+
= = .

令 [ ] ( )1L x f t= ， [ ] ( )2L x f t= ，有 ( ) ( )
1

i tkx t D t e α+ b= ，

( ) ( )
2

i tkx t D t e α− b= ，所以

( ) ( ) ( ) ( )
1 2

i t i tk kx x x t D t e t D t eα+ b α− b= + = +   .

经过变换可得到

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )cos sini t i tk k k atx t D t e t D t e t P t t Q t t eα+ b α− b= + = b + b   .

所以 ( ) ( ){ }2ReP t D t= ， ( ) ( ){ }2ImQ t D t= .

注意： ( ) ( )( )max ,A t B t m∂ ∂ = ， ( ) ( )( )max ,P t Q t m∂ ∂ ≤ ，

( )A t ， ( )B t 可为零，但 ( )P t ， ( )Q t 不可为零。
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例5　求 =
1
2

tx x e′′ − = 的通解。

解：第一步求方程对应的齐次微分方程 0x x′′ − =

的解，由特征根法得基本解组为 te ， te− ，得齐次微分

方 程 的 通 解 为 ( ) 1 2
t tx t c e c e−= + . 下 面 求 原 方 程 的 一 个

特解， 1λ = 是特征单根，所以可设特解为 ( ) tx t Ate= ，

( ) tx t Ate′ = ， ( ) tx t Ate′′ = ，代入原方程得
1
4

A = ，所以

( ) 1
4

tx t te= ，所以原方程通解为 ( ) 1 2
1
4

t t tx t c e c e te−= + + ，

其中 1c ， 2c 为任意常数。
例6　求 25 6 6 10 2x x x t t′′ ′− + = − + 的通解。

解： 第 一 步 求 方 程 对 应 的 齐 次 微 分 方 程

5 6 0x x x′′ ′− + = 的解，由特征根法得基本解组为 2te ， 3te ， 

得齐次微分方程的通解为 ( ) 2 3
1 2

t tx t c e c e= + . 下面求原方

程的一个特解， 0λ = 不是特征单根，所以可设特解为

( ) ( )0 2 0tx t t At Bt C e= + + ， ( ) 2x t At B′ = + ， ( ) 2x t A′′ = ，

代入原方程得 1A = ， 0B = ， 0C = ，所以 ( ) 2x t t= ，所

以原方程通解为 ( ) 2 3 2
1 2

t tx t c e c e t= + + ，其中 1c ， 2c 为任

意常数。

例7　求 ( )2 cos 7sintx x x e t t′′ ′+ − = − 通解。

解： 第 一 步 求 方 程 对 应 的 齐 次 微 分 方 程

2 0x x x′′ ′+ − = 的解，由特征根法得基本解组 2te− ， te ， 

得 齐 次 微 分 方 程 的 通 解 为 ( ) 2
1 2

t tx t c e c e−= + ， 

又 因 为 1i iλ = α + b = + 不 是 特 征 根， 所 以 0k = ， 

所 以 可 设 特 解 为 ( ) ( )cos sin tx t A t B t e= + ， 

( ) ( ) ( )cos sin tx t A B t B A t e′ = + + −   ， ( ) ( )2 cos 2 sin tx t B t A t e′′ = − ， 

代 入 原 方 程 得 2A = ， 1B = ， 所 以 原 方 程 通 解 为

( ) ( )2
1 2 2cos sint t tx t c e c e t t e−= + + + ，其中 1c ， 2c 为任意

常数。

3.3 拉普拉斯变换法

Laplace 变换法是工程数学中常用的一种可将一个

有参数 ( )0t t ≥ 的函数变成一个参数为复数的函数的线性

变换。 Laplace 变换法可以通过把微分方程变换为代数方

程来使方程简单化，不需要求特解再求通解。

对 于 0t ≥ 的 所 有 实 数， 令 ( )f t 在 0t ≥ 上

有 定 义， 对 函 数 ( )f t 进 行 Laplace 变 换 是 ( )F s ， 

( ) ( )
0

stF s e f t dt
+∞ −= ∫ ， 函 数 ( )F s 包 含 着 在 复 平 面

( )Re >s σ 上 的 参 数 s ， s 是 一 个 复 数， 表 现 形 式 为

s i= σ + ω，其中 σ ， ω 为实数。且 ( ) < tf t Meσ ，其中

M ， σ 为两个常实数，我们常称 ( )F s 为 ( )f t 的象函

数，记为 ( ) ( )F s L f t=    ，而 ( )f t 为 ( )F s 的原函数。

定 理 3： 设 函 数 ( )f t 在 区 间 [ ]0,+∞ 上 逐 段 连 续，

存 在 常 数 > 0M ， 0 0s ≥ ， 使 得 对 于 任 意 0t ≥ ， 都 有

( ) 0f t s t ，当 0>s s 时， ( )F s 存在。

定 理 4： 设 函 数 ( )f t 及 它 的 直 到 1n − 阶 导 数 在

[ ]0,+∞ 上 连 续， 存 在 常 数 m > 0 ， 0 0s ≥ ， 使 得 对

[ )0,t∈ +∞ ， 有 ( ) 0f t s t ， 又 设 ( )nf t 在 [ )0,+∞ 上 存

在， 并 在 [ )0,+∞ 的 每 个 有 限 子 区 间 上 逐 段 连 续， 则

当 0>s s 时， 导 数 ( )nf t 的 Laplace 变 换 存 在， 并 且

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )11 20 0 0nn n n nL f t s L f t s f s f f −− − ′= − − −    ， 

0>s s ， 考 虑 方 程（1） 满 足 初 始 条 件： ( ) 00y y= ，

( ) 10y y′ = ，…， ( )( ) ( )
1

10n
ny y−
−= 的初值问题。先假设此

初值问题的解满足定理 4 的条件，而 ( )f x 满足定理 3 的

条件。

对 ( )f x ， ( )f y 作 Laplace 变换， ( ) ( )L f x Y s=   ，

( ) ( )L f x F s=   ，对（7）的两端进行 Laplace 变换，并

注意到初始条件。

例8　求解方程 2 tx x x e−′′ ′+ + = ， ( ) ( )1 1 0x x′= = 。

解：先令 1tτ = − ，将问题简化为 ( )12x x x e− τ−′′ ′+ + = ， 

( ) ( )0 0 0x x′= = ， 对 方 程 两 边 作 拉 普 拉 斯 变 换， 得 到

( ) ( ) ( )2 1 12
1

s X s sX s X s
s e

+ + = ⋅
+ ， 则 ( )

( )3
1 1
1

X s
es

= ⋅
+

， 

由 拉 普 拉 斯 变 换 表 可 知 ( ) 2 11
2

x e−τ−τ = τ ， 所 以 得 解

( ) ( )21 1
2

tx t t e−= − .

例9　求 2 sinx a x b at′′ + = 的解， ( ) 00x x= ， ( ) 00x x ′′ = ，

其中 a ， b 为非零常数。
解：对原方程进行拉普拉斯变换得

( ) ( )2 2
0 0 2 2

abs X s x s x a X s
s a

′− − + =
+

，得到

( )
( ) 0 02 2 2 2 22 2

1ab sX s x x
s a s as a

′= + +
+ ++

.

又
( ) ( )

2 2

2 22 22 2 2 2

1
2

ab b s a
a s as a s a

 − = −
 ++ + 

，则

( )
( )

2 2
0

022 2 2 2 2 22 22
b a s a s x aX s a x
a s a s a a s as a

  ′− = − + + ⋅
 + + ++ 

，

由拉欧拉斯变换表可知方程的解为

( ) ( ) 0
02 sin cos cos sin

2
b xx t at at at x at at
a a

′
= − + +

( ) ( )0 02

1 2 sin 2 cos
2

b ax at a ax bt at
a

 ′= + + −  
.
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4.欧拉方程

形如

1
1

1 11 0
n n

n n
n nn n

d y d y dyx a x a x a y
dx dx dx

−
−

−−+ + + + =  （18）

的方程称为欧拉方程， 1a ， 2a ，…， na 为常数。微分方

程中未知函数系数为实常数就是常系数微分方程，否则

就是变系数微分方程，欧拉方程属于后者。解这类方程，

一般需要把方程中的变量替换，把方程中的未知函数的

系数转化为常数，再运用不同的解法对方程进行求解。

事实上，对这类方程求解的关键在于对其变量变换，

所以我们可以对自变量进行变换，令 tx e= ， lnt x= ，

代入方程（18）计算可以得到

tdy dy dt dye
dx dt dx dt

−= ⋅ = ，

2 2
2

2 2
t t td y d dy d y dye e e

dx dt dt dt dt
− − −   = = −  

   
.

按照这个步骤一直算下去，利用数学归纳法可知，

有式子
1

1 11

k k k
kt

kk k k

d y d y d y dye k
dx dt dt dt

−
−

−−

 
= +b + +b 

 
 ，为任意自然数，k 为任意

自然数，其中的 1b ， 2b ，……， n k−b 都是常数。整理得
1

1 11

k k k
k

kk k k

d y d y d y dyx
dx dt dt dt

−

−−= +b + +b .

对其代入方程（18）中，便可得到常系数线性微分

方程

1

1 11 0
n n

n nn n

d y d y dyb b b y
dt dt dt

−

−−+ + + + = ， （19）

其中 1 b ， 2 b ， 1 nb − ，  nb ，现在我们就可以运用解常

系数线性微分方程的方法解方程（19），得到解 t ，又因

为 tx e= ，便可得到方程（18）的通解。

根据以上对欧拉方程的推演，易知方程（19）定有

形如 ty eλ= 的解，进而方程（18）便有形如 y xλ= 的解，

由此我们可知，欧拉方程有解的形式为 ky x= ，我们把
ky x= 代入方程（18），而后约去 kx ，便能够得到方程

（19）的特征方程，即

( ) ( ) ( ) ( )11 1 1 2 0.nK K K n a K K K n a− − + + − − + + + =    （20）

所以易知，方程（20）的解为 K ，假定 K 为 m 重

实根，且 0K K= ，那么方程（20）的根 K 便对应方程

（18）的 m 个解，即

0kx ， ， ，…， .

假 定 K 为 m 重 复 根， 那 么 方 程（20） 的 根

K i= α + b 便对应方程（18）的 m 个实值解，即
xacos(bln|x|)，xaln|x|cos(bln|x|)，…，xalnm-1|x|cos(bln|x|)，

xasin(bln|x|)，xaln|x|sin(bln|x|)，…，xalnm-1|x|sin(bln|x|).

例10　求解
2

2
2 0d y dyx x y

dx dx
− + = .

解：首先令，得到特征方程 ( )1 1 0K K K− − + = ，得

到 特 征 根 1 2 1K K= = ， 易 知 原 方 程 的 基 本 解 组 为 x ，

lnx x ，所以方程的通解为 ( )1 2 lny c c x x= + ，其中 1c ，

2c 为任意常数。

例11　求解
2

2
2 3 5 0d y dyx x y

dx dx
+ + = 。

解：首先令 ky x= ，有特征方程 ( )1 3 5 0K K K− + + = ， 

得 特 征 根 1,2 1 2K i= − + ， 易 知 原 方 程 的 基 本 解 组 为

x-1cos(21n|x|)， ( )1 sin 2lnx x− ， 所 以 方 程 的 通 解 为

( ) ( ) 1
1 2cos 2ln sin 2lny c x c x x− = +  ，其中 1c ， 2c 为任意

常数。

5.可降阶的微分方程

高阶微分方程的问题可以运用很多种方法来解决，

并不局限于固定的解法。不论是齐次方程还是非齐次方

程，我们都能够通过降阶来解决问题。降阶就是把高阶

问题转变为低阶问题来解决，这是解决高阶微分方程的

基本原则，这里总结了两类特殊的可降解的高阶微分方

程的类型。形如
( )( ), , , , 0nF t x x x′ = ，这样的方程为一

般的 n 阶线性微分方程。

5.1 ( ) ( ) ( )( ) ( )1, , , , 0 1k k nF t x x x k n+ = ≤ ≤

此类方程没有明显含有未知数 x ，可以用换元法，

令 ( )kx y= ，那原方程就变成了关于 y 的 n k− 阶方程，即

( )( ), , , , 0.n kF t y y y −′ =  （21）

要 解 出 原 方 程 就 要 求 出 方 程（21） 的 解， 假

设 求 出 方 程（21） 的 解 为 ( )1 2, , , , n ky t c c c −= ϕ  ， 则

有 ( ) ( )1 2, , , ,k
n kx t c c c −= ϕ  ， 经 过 k 次 积 分 便 可 得 到

( )1 2, , , , nx t c c c= ψ  ， 显 然 ( )1 2, , , , nx t c c c= ψ  便 是 原 方

程的通解，其中 1 2, , , nc c c 都为任意常数。假定方程中没

有明显含有未知数 y ，则令 ( )ky x= ，令方程变为关于 x

的方程。

例12　求解
5 4

5 4

1 0d x d x
dt t dt

− ⋅ = .

解：首先令
4

4

d x y
dt

= ，原方程变为 1 0dy y
dx t

− = ，经过

积分得到 y ct= ，即
4

4

d x ct
dt

= ，经过四次积分，得到通解

5 3 2
1 2 3 4 5 t tx c t c c c t c= + + + + ，其中 ( )1,2,3,4,5ic i = 为任意

常数。

5.2 ( )( ), , , 0nF x x x′ =

此类方程不显含有自变量 t ，运用上一类方程降阶
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的方法，我们令 x y′ = ，代入方程计算，以 x 为新的自变

量，这样方程便降一阶。

例13　求解 ( )2 0xx x′′ ′+ = 。

解：首先令 x y′ = ，显然可以得到  dyx y
dx

=′′ ，带入

原方程可得 2 dyxy y
dx

+ ＝ 0，解得 y=0 或 0dyx y
dx

+ = ，再

对 0dyx y
dx

+ = 积分可得
cy
x

= ，  cx
x

′ = ，所以原方程的通

解为 2
1 2 x c t c= + ，其中 1c ， 2c 。
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