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引言：1

非线性随机动力系统的随机性主要来自两个方面：

一方面是外部激励的随机性，另一方面是系统参数的随

机性。半个世纪发展以来，随机外激激励作用下非线性

随机动力系统的研究有了很大进展，并形成了一个比较

成熟的分析方法，如随机平均法 [1]，多尺度法 [2]，胞映射

法 [3] 等。虽然这些成果进一步改进了非线性随机动力系

统的研究，但是在实际模型的建立过程中还存在一个极

其重要的问题，即系统自身的随机性。与确定性系统相

比，该系统模型可以更好的表达出系统的动态特性，因

此对动态响应、复杂性、随机分岔、混沌等方面的研究
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在实际工程问题中具有非常重要的应用价值。由于数学

处理上的困难，目前研究此类动力学系统的工程应用问

题还较少，考虑物理参数本身具有随机特性的研究则大

都局限在静力分析、结构稳定及动力特征值等方面 [4]。

因此具有随机参数的非线性随机系统的动态响应、复杂

性、随机分岔、混沌等方面的研究在实际工程问题中具

有重要的研究价值。本文将这种具有随机参数的非线性

系统称为非线性随机参数系统，由于研究方法的尚不成

熟，因此此类问题的研究还较少。传统的随机模拟法需

要极大的计算量，摄动法则对变量有较高的要求，近年

来发展起来的正交展开逼近法克服了以上两种方式方法

的缺陷，更适合研究随机参数系统的响应。2002 年，李

杰等 [5] 对线性随机结构在随机激励下的响应问题应用正

交展开理论进行了分析研究。2003 年，Fang 将正交多项

式逼近法和统一解法相结合，研究了随机激励下一系列

具备随机参数的线性系统的响应效果。继而，冷小磊又

不确定参数作用下的非线性系统的分岔研究
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将正交多项式逼近法应用到具有一个随机参数的谐和激

励作用下非线性随机参数系统的研究。随后马少娟又使

用了第二类 Chebyshev 多项式逼近法研究了具有拱形分布

特征的随机参数的 Duffing-van der Pol 系统的倍周期分岔，

并进一步指出了随机参数系统具有倍周期分岔的特性。

近年来，马少娟、郭祥、曾春梅针对随机参数影响下的

非线性系统的稳定性、Hopf 分岔及控制等问题做了深入

的研究。在此基础上，此类系统的研究正受到学者的关

注，本文基于此，利用正交多项式逼近分析了含有随机

参数非线性系统的分岔行为。

一、Chebyshev多项式

实际上，工程相关问题中的随机性参数是有界的。

因此这些参数比较适用拱形概率密度函数，如图 1，其表

达式为：

图1　随机变量u的拱形概率密度函数图

 （1）

根据这类概率密度函数，可选择 Chebyshev 多项式中

的第二类正交多项式作为正交多项式基。它的表达式为：
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由（2）（3）式得第二类 Chebyshev 多项式的推导公

式为：

( ) ( ) ( )( )1 1
1
2n n nuU u U u U u− += +  （4）

第二类 Chebyshev 多项式正交性可表示为：

， （5）

方程（5）代表了一种加权正交关系。由于加权函

数正好符合拱形概率密度函数，方程（1）中的 ( )p u ， 

方程（5）左侧近似看作是 ( ) ( )i jU u U u 乘积的期望。由

于（5） 式， 任 何 可 测 函 数 ( ) 2f u L⊂ 可 以 表 示 为：
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也可以得到具有多个相互独立随机变量的可测函数类似

的展开式。此类表达式记作 ( )f u 的正交分解，它是正交

分解的理论基础。

二、随机系统的Chebyshev多项式逼近

本文考虑一个单自由度谐和激励作用下具有有界随

机参数的非线性系统，其动力学微分方程为：

( ) ( )2 3x a cx x bx f t+ + + =   （6）

其 中a，c为 常 数，b是 一 个 随 机 参 数，

为谐和激励。随机参数b表示为

b b u= +ddu （7）

b 和d/2 分别为b的均值和方差；U被定义为 [-1，1]

上适用于拱形分布特征的概率密度函数的随机变量。根

据正交多项式逼近理论，系统（6）的响应可以表示为：
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其 中 ( )iU u 表 示 Chebyshev 多 项 式 的 第

i项，N 表 示 Chebyshev 多 项 式 的 最 大 个 数，
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根据公式（4），（10）式中多项式的三项乘积可以进
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一步约化成相关单个多项式的线性组合。对于 Chebyshev

多项式 ( )iU u ，我们有以下结论
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通过定义线性组合中 ( )iU u 的系数为 ( )iX t ，（10）

式最终可以等价为
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其中 ( ), 0,1, 2, ,iX t i N=  的表达式借助计算机代数

方法算出，如 MAPLE。借助 Chebyshev 多项式的推导式

（4）和（12）式，（9）式左边的第四项可以简化为

 （13）

在此由于对（8）式的逼近，可设 3 1 1,NX X+ − 为零。

此时，把（12）式，（13）式带入（9）式，可有

 （14）

接着在（14）式的两边同时依次乘以 ( )iU u ，再对

其取期望。由 Chebyshev 多项式的正交性，最终我们可得

 （15）

这 样 我 们 就 使 用 第 二 类 Chebyshev 多 项 式 逼 近 法

把具有服从拱形分布特征的随机参数U的随机 Duffing-

van der Pol 系统整理成为一个与其等价的确定性系统。

（8）式中当 N →∞ 时， ( ) ( )
0

N

i i
i

x t U u
=
∑ 就严格等价于随

机系统 ( ),x t u 。另外，如果 N 是有限的，（8）式就为具

有一个微小误差的逼近值。在以下的数值分析中，我

们取N=4，通过有效数值方法求得（15）式的数值解为

( ) ( ), 0,1, 2,3, 4ix t i = 。因而，原随机 DP 系统的逼近随机

响应可以表示为
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假如随机参数 0u = ，即 b b= ，我们就可以分析得

出所谓的均值参数系统，其在下面的论述中有着重要的

意义。那么这样的均值参数系统的样本响应即
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另外，随机 Duffing-van der Pol 系统的集合平均响应

可为
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三、随机DP系统中的分岔行为

原随机 DP 系统可以写为

 （19）

当 0u = 时，（19）式简化成均值参数系统，也就是

一个确定性系统

( ) ( )2 3 .x a cx x bx f t+ + + =   （20）

当对应一系列具体的初始条件和激励值时，就可以

求得各种不同的响应。首先，通过（16）式、（17）式，

随机响应 ( ),x t u 、样本响应 ( ),0x t 可以分别求得。另

外，均值参数系统（20）的确定性响应 ( )x t 可直接应用

Runge-Kutta 法求得，进而可以用其来检验正交多项式逼

近法的正确性。因此，我们可以通过比较以下三种响应

的相轨描述图来分析具有随机参数的随机系统的分岔行

为：均值参数系统的样本响应 ( ),0x t ；确定性系统的确

定性响应 ( )x t ；随机 DP 系统的集合平均响应 ( ),E x t u   。

等价的确定性系统（15）式的初值定义为：

0 4(0) [ (0), , (0)]Tx x=x 

0 4(0) [ (0), , (0)]Tx x=y  


确 定 性 DP 系 统，（20） 式 的 初 值 定 义 为

( ) ( )0 00 , 0x x y x= =  。本文中，参数d取得是一个很小的

值，因此确定性等价系统的初值与确定性 DP 系统，（20）

式的初值相同，也就是
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 00 , 0 , 0 0 0, 1, 2,3, 4i ix x y x x x i= = = = = 

（一）鞍结分岔的双稳周期响应

在 该 节 中， 系 统 中 的 其 余 参 数 设 为：

，令谐和激励振幅

F的值从9减小到8.2。数值分析结果如图2所示。当F=9.0

时，结果显示存在的周期响应，只有一个是稳态的，其周

期为1T（T=2p/w）如图2（a）。当F=8.2时，两个不同的

初始条件（IC-1）和（IC-2）分别对应了两个不同的同周

期响应，但发现他们都是稳态的，如图2（b）、图2（c）。

（a）

（b）

（c）

图2　（a）F=9鞍结分岔后的相轨描述图；

（b），（c）F=8.2分别对应不同初始条件（IC-1），

（IC-2）鞍结分岔前的相轨描述图

图 2 显示，在数值模拟中，随机参数系统的集合平

均响应、均值系统的样本响应以及确定性系统的确定性

响应吻合的很一致，说明在 8.2 9.0F< < 这一变化范围

内，随机参数系统与确定性系统结果类似，均存在一个

鞍结分岔。
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（二）倍周期分岔

系 统 其 他 参 数 与 3 . 1 节 相 似

当谐和激励F从

15.0 增大到 18.2. 时，数值模拟如图 3 所示。

当F=15.0 时，对应不同的初值，数值分析结果显

示存在两个稳态周期响应，它们是互相对称的，其周期

为 1T，其中初值为（IC-3）的相轨图，如图 3（a）。当

F=15.6 时，周期为 1T的相轨消失，数值分析结果出现

了两个稳态周期响应，它们是互相对称的，其周期变为

为 2T，其中初始条件为（IC-3）的相轨图，如图 3（b）。

当激励振幅值继续增大，F=18.2 时，周期为 2T的相轨消

失，数值分析结果依然是两个稳态周期响应，它们是互

相对称的，但其周期增长到 4T，其中初值为（IC-4）的

相轨图，如图 3（c）。

从图 3 中，我们很容易发现，当F从 15.0 增大到 18.2

时，集合平均响应、样本响应和确定性响应很一致，其

相轨均出现了一系列周期倍增的现象，从 1T周期到周

期 2T，继而又倍增为周期 4T，展示了一个倍周期分岔过

程。进而说明类似的一系列倍周期分岔过程也可以在随

机参数系统中出现。

（a）
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（b）

（c）

图3　倍周期分岔相轨图

（a）F=15.0，（b）F=15.6，（c）F=18.2
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四、结论

随机非线性系统简化成等价的确定性非线性系统可

以通过正交多项式逼近理论实现。这样就可以把确定性

系统的数值分析方法应用到随机非线性动力系统中，从

而研究其动力学行为。本文中主要的数值分析结果表明

等价的确定性系统保留了谐和激励振幅F为分岔参数时

DP 系统的一部分非线性现象。由此可见，在随机强度较

小时，随机参数影响下的非线性动力系统与确定性系统

有着类似的动力学行为，当随机参数的强度增大时，我

们将进一步的深入研究。由此可以使用正交多项式逼近

理论去分析随机非线性动力系统丰富的动力学性质，探

究更多不为人知的现象。

致谢：感谢马少娟教授对我们项目的指导，对我们

生活上的照顾，感谢国家为大学生提供的创新训练计划

项目（项目编号：G2021-11407-013）。

参考文献：

[1]Zhu WQ, Huang ZL, and Suzuki Y. Response and 

stability non-linear oscillators under wide-band random 

excitation. International Journal of Non-Linear Mechanics. 

2001, 36: 1235-1250.

[2]Rong HW, Meng G and Wang XD etc. Response of a 

strong non-linear oscillator to narrowband random excitations. 

Journal of Sound and Vibration. 2003, 266: 875-887.

[3] 赵雷，陈虬 . 随机有限元动力分析方法的研究进

展 . 力学进展，1999，29（1）：9 － 18.

[4] 马少娟，徐伟，李伟和靳艳飞 . 基于 Chebyshev 多

项式逼近的随机 van der Pol 系统的倍周期分岔分析 . 物理

学报，54，2005，3508

[5] 马少娟，一类随机 Van der Pol 系统的 Hopf 分岔分

析 . 物理学报，2011，60（1），010502（SCI 检索）1.027


