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引言：1

保角变换（conformal transformation）是指在一个区

域内的复函数的导数不为零的情况下，将一个复平面映

射到另一个复平面的变换，使得在映射后的平面中，保

持原来两点间的角度大小不变。换句话说，它保留了

原始平面上两条曲线之间的夹角。保角变换在解决电

场问题中的应用，通常涉及到使用某些特殊的保角变

换（如 Schwarz-Christoffel 变换）将原本复杂的电场形式
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转化为更简单的形式，从而更容易求解电场的性质。S 

Natarajan，S Bordas 提出了一种新的数值积分技术，适用

于任意多边形域。通过使用 Schwarz-Christoffel 映射，将

多边形域共形地映射到单位圆盘上，并在此单位圆盘上

定义一个中点求积法则。这种方法消除了通常所需的两

级等参映射。此外，雅可比行列式的正值得到了保证。

在多边形有限元问题背景下，针对一些基准问题的数值

结果表明，该方法能够产生准确的结果。Trefethen L N

描述了一个计算 Schwarz-Christoffel 变换的程序，该变换

将单位盘保形地映射到复平面内有界或无界的多边形的

内部。还计算了反映射。计算问题是通过建立一个非线

性方程组来解决的，其未知数基本上是“附属参数”zk。
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然后用一个打包的子程序来解决这个系统 [1]。O'Connell 

T C 介绍了一种利用 Schwarz-Christoffel 变换并通过 S-C

工具箱软件包实现的电机的分析场分析方法。通过该方

法，分析了带有线性磁性材料的一般二维电机截面。然

后利用叠加法对该方法进行扩展，以分析时域中的绕线

转子感应机 [2]。Driscoll T A 使用 MATLAB 的施瓦兹 - 克里

斯托弗工具箱是施瓦兹 - 克里斯托弗公式的一个新实现，

用于从圆盘、半平面、条形和矩形域到多边形内部的映

射，以及从圆盘到多边形外部的映射 [3]。最新发布的版

本支持新的功能，包括面向对象的命令行界面模型，用

于多重拉长和多片区域的新算法，以及用于解决多边形

上具有 Dirichlet 和同质 Neumann 条件的 Laplace 方程的模

块。简要的例子说明了新的能力 [4]，Davis R T 阐述了拥

挤现象使得圆盘或半平面到细长区域的共形映射数值计

算具有挑战性。为解决这个问题，文章提出了使用无限

条带作为标准域的方法 [5]。本文提出了一种新的数值积

分技术，适用于任意多边形区域。Natarajan S 通过使用

Schwarz-Christoffel 映射将多边形区域共形地映射到单位

圆盘，并在单位圆盘上应用中点求积公式。本文以针对

露天矿台阶地形对高密度电法勘探的截面电流密度以及

其对反演结果的影响等关键问题，采用数值模拟法，开

展露天矿台阶地形对高密度电法勘探的影响研究。

一、数值模拟的基本理论

1.Schwarz-Christoffel 变换基本理论

图1　S-C变换示意图

Schwarz-Christoffel公式是一种由复平面上半平面（规

范域）到多边形（物理域）内部的共形映射f的方法。该

“polygon”可以在无穷远处存在裂缝或顶点。它的顶点用

1, , nw w… 表示，角度 1 , , nα π… α π 表示它们在顶点处的内

角。原像点或者称为原顶点用 1, , nz z… 表示他们满足：

1 2 nz z z< < < = ∞

如果顶点 是有限的， 0 2j< α ≤ 。如果顶点 是

无穷大的， 2 0j− ≤ α < ，则有一个必要约束：
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意味着多边形的内角之和等于 2π。

映射 f 的 Schwarz-Christoffel 可以由下式表示：
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式中

A：偏移常数，待求未知量；

C：缩放常数，待求未知量；

zj：多边形 Γ 的顶点在下半平面 W 的映射坐标，为

未知实常量。

考虑到方程组的个数取决于 Z，为 i-1，而未知量 A，

C，zj个数为 i+1，故通常指定除∞外的两个下半平面映

射坐标。该公式在实际应用中的主要困难是，除特殊情

况外，不能用解析的方法计算预顶点 zj。由于 Méobius

变换有三个自由度，所以包括已固定的 Zn 在内的三个

预顶点可以任意选择。然后唯一地确定剩余的 n-1 个预

顶点，并且可以通过解一个非线性方程组来获得。这就

是所谓的 Schwarz-Christoffel 参数问题，它的解决是任何

Schwarz-Christoffel 映射的第一步。一旦参数问题得到解

决，就可以求出乘法常数 C，并用数值计算 f 及其逆。目

前已知 Schwarz-Christoffel 变换可以用来解决平面内的场

问题，如电流场、水流场、力场等。但是同样的该变换

也会受到一些条件的限制使其无法适用，如在流场的边

界处物理规则发生改变时，则该方法不适用。并且该变

换只适合分析均质各项同性的平面，而且场复数表达式

需要满足场理论中的相关条件。

Schwarz-Christoffel 变换已被证明可以有效地解决平

面内的场问题，例如电流场、水流场和力场等。然而这

种变换也受到一些条件的限制，例如在流场边界处物理

规则发生变化时，该方法可能不适用。此外，Schwarz-

Christoffel 变换仅适用于分析均匀、各向同性的平面，且

场复数表达式需要满足场理论中的相关条件。

2. 模拟流程与结果

一般流程如下：

（1）根据需要指定两个下半平面的映射坐标为已知

量，列出 Schwarz-Christoffel 变换方程组 F。

（2）将 Schwarz-Christoffel 变换方程组利用已知的积

分计算公式（如切比雪夫积分公式、高斯 - 雅克比比积

分公式）进行近似，以便于数值计算，得近似方程组 F
~

。

（3）利用迭代方法（如牛顿法，线性逼近法等）对

方程组 F
~

进行数值计算，求出未知量 A，C 等。

（4）根据已知的均匀水平无限大地内的已知电场规

律，写出要求取的电场参数的下半平面复函表达式，求

出该表达式下的 w 平面点坐标。
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图2　台阶地形电流线与等压线的分布

图3　平面地形电流线与等压线的分布

图4　台阶地形浅层电流线与等压线的分布
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（5）利用 Schwarz-Christoffel 变换方程组 F 计算出上

述下半平面点坐标在 z 平面的点坐标，并按 w 平面内的原

对应点的相互关系对映射点进行描点作图。

二、实验结果分析

在图 5.4 中可以看出，平面地形下的电流线呈均匀的

射线状分布，等压线的分布则接近于半圆。在图 5.5 中，

距离电极 3m 左右周围的电流还未受到地形影响而变形。

电流线也呈均匀的射线状分布。这表明在露天矿清扫平

台进行高密度电法勘探时，浅层的数据由于还未受到地

形的影响，电流线没有发生扭曲，所以浅层的数据比较

可靠准确。

而随着深度的增加，3m 之后的电流线受到了台阶平

台、台阶坡面的影响，发生了弯曲，整体的弯曲趋势为

左上方弯曲，且越接近于坡底线的电流线弯曲程度越大。

随着电流线像地面深度的扩散，弯曲程度逐渐变小，直

至又恢复成射线状。这一现象表明电极附近 3m 后的数据

失真较严重，会与真实的地下情况有一定的偏差。而随

之探测深度的增加，电流线会逐渐恢复成均匀的射线状，

即数据又恢复了准确性与可靠性。

在两级台阶的坡脚线位置，电流线与等压线都比其

他位置密集。这表明台阶坡脚线位置的电流密度比较大，

电流会在此聚集。

三、结论

1.在平面地形下的电流场呈1/2圆形分布，而在露天

矿台阶地形下的电流场的分布受到台阶坡面、台阶平台的

影响通常接近于1/4圆。这造成了同等条件下台阶地形下

的电流会比平面地形传播的更深。即同等条件时台阶地形

下的高密度电法勘探的测深要大于平面地形下的测深。

2. 在台阶地形下，由于电流受到来自台阶平台、坡

脚、坡面的影响而扭曲，电流不能像平面地形下一样均

匀的呈射线状传播。这种扭曲的规律为距离电极很近

（约 3m）以内的范围内电流的传播受地形影响较小，可

以忽略，电流线仍呈射线状均匀传播。所探测的中部位

置电流线弯曲严重，数据的失真最为严重。而电流线的

末端又逐渐恢复成均匀的射线状，表明所测数据又逐渐

恢复其准确性。
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