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Mathematica 在二重积分计算教与学的研究

【摘     要】 二重积分计算身为高等数学教学中的主要内容，很多学生在学习这一知识期间，经常一头雾水，因而会对学生学习兴趣产生影

响。二重积分计算身为高等数学教学的主要内容，对很多学生而言，难以及时理解并掌握这一思想，若借助Mathematica软件，
则能帮助学生突破二重积分学习困难，从而为学生学习二重积开拓思路，最终促进二重积分教学顺利开展。基于此，文章就

Mathematica在二重积分教学中的应用展开详细分析，希望能促进二重积分教学顺利进行。
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多元函数积分作为高等数学中的一个主要内容，随着社会
主义现代化建设发展，很多问题经过实际转化都可以转变为多
元函数积分问题。二重积分 ji 身为积分教学中的一个主要内容，
对初学人员而言，难度较大，所以教师教学期间应借助新的方法，
帮助学生理解二重积分定义，同时掌握其应用于计算法则。课堂
教学期间，应联合使用多媒体软件辅助教学，便于提升实际教
学效率。传统教学软件虽然具备文字与图片演示功能，但是其
难以绘制空间图形，故而在二重积分教学中应用效果并不显著。

Mathematica 身为集成环境，具备数学符号编辑功能，且是
一个较好的教学辅助平台，软件教学期间，操作简单，利用简
单命令即可绘制准确几何图形，使用数字符号即可演示图形程
序与符号编辑功能。

一、Mathematica 下的二重积分计算

利用二重积分性质及定义，我们通常只能用来解决少量计
算问题，Fubini 定理中将二重积分转化为累次积分，借助单
变量函数积分处理重积分。针对初学者而言，使用这一方法，
需要解决下面两方面问题：一，将被积分函数画出来，即画
出 f（x,y）图像；二，找到累计积分的上下限，但是解决这一
问题的难点为需要画出积分区域图形。所以，理解二重积分计
算需要先学会画图，但是手工画图，即便是对简单的二元函数
而言，也十分困难，更别提针对复杂的图形了。因此，对于大
部分学生而言，绘图在二重积分计算学习期间面临的主要难题。
借助 Mathematica 作图能力，即可帮助学生解决这一问题。

二、案例分析

直角坐标系中二重积分计算法主要是应用极坐标计算二重
积分，这是解决曲面积分的基础。所以，其是理工科专业学生
需要重点掌握的内容。但是现阶段很多学生高等数学学习时间
较短，不能深刻理解积分思想，加上定积分应用操作不熟练，
因此学习起来相对困难。由此，下文主要介绍 Mathematica 在
直角坐标系下的积分计算法。

1.动态演示概念
X 型积分区域作为这一章节的重点，为了让学生及时准确

掌握积分区域特点，同时了解定义域中二元函数曲顶柱体特点，
文章编写如下图 1 动态演示界面，这一图形可以直观展现 X 型
区域与这一区域对应下的曲顶柱体特点。在图形中我们可以发
现 X 型 积 分 区 域 表 示 如 下：D={(x,y)|Φ1x)≤y≤Φ2(x),a≤x≤b}。
和 X 型区域二元函数相对的曲顶柱体，处在 x=a，x=b 两个平
行平面间。下图中连接 AB 点的直线可以借助界面上面控制钮

进行移动，线段 AB 经过的平面位置即是 X 型积分区域，在如
下动态演示中，可以帮助学生准确理解 X 型区域积分及曲顶柱
体特点。Mathematica 环境中，人们可以拉动图形当中曲顶柱体，
便于站在不同视角观察这一立体图形。这种动态演示方法需要
用到不同函数编程，常见的有 Manipulate、Arrow、Text 等。由
于程序较长，这里就不一一简述。
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图 1    X 型区域与曲顶柱体

 2.动态演示二重积分计算法
直角坐标系将二重积分转变为二次积分的方法是这一章节

学习的重点。学生微积分学习时间较短，关于定积分理解并不
深刻，定积分计算方法掌握不熟练，因此，其难以在课堂中全
面理解二重积分公式推导原则及积分次序选择等问题，更别提
在课堂当中合理应用所学知识解决实际数学问题。所以，日常
教学期间，可以将 Mathematica 软件应用在课堂辅助教学中，
便于降低二重积分学习难度。

为了找到教学重点，教学期间应简单引入，也就是在课堂
内容学习期间，通过掌握二重积分几何意义，便于将二重积分
计算问题变成计算曲柱顶体面积。本文当中，先讲解 X 型区域
二重积分计算法，借助 X 型积分区域中二重积分计算法获得普
通区域二重积分计算法。讲解 X 型区域二重积分计算方法期间，
文章制作图 1 动态演示界面，学生通过观察可以了解到，可以
将二重积分求解变为计算两个平行平面间立体体积。为了帮助
学生全面理解计算方法，文章编写图 2 动态演示界面。借助滑
动界面上端滑块合理控制截面位置，这一过程当中，截面在
yoz 平面当中的投影也会相继改变。这一过程期间，通过拉动
图 2 当中的立体图形，即可从不同视角观察截面情况，借助演
示界面，即可让学生清除了解上述平行截面都是曲边梯形，与
此同时，学生即可想到使用定积分知识求解截面面积。同时出
曲顶柱体体积公式。具体公式如下：   
∀x0∈[a,b] 截面面积：                                       ，
∀x∈ [a,b] 截面面积：                                     ，

A(x0)=∫  f(x0,y)dyφ2(x0)
φ1(x0)

A(x)= f(x,y)dyφ2(x)
φ1(x)∫
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3.辅助例题讲解
下面文章给出四个例子，其中前两个例子主要 X 型与 Y 型

区域二重积分当中二次积分法，第 3 个例子重点讲解普通积分
区域中二重积分计算法应用，同时引领学生合理选择积分次序。
第 4 个例题：求圆柱面 x2+y2=R2 及 x2+z2=R2 围成立体体积。

该例题简述二重积分立体体积求解，同时引领学生合理应
用定积分方法解决实际问题过程。上面三个例子当中，我们应
引领学生应用课堂中学到的知识及时求解。第四个问题为，求
解立体体积形状，这一案例较为特殊，对学生空间想象力有一
定要要求，空间想象力不好的学生难以在短时间中找到解决这
一问题方法。演示期间可以帮助学生站在不同视角查看待求解
立体结构形状，当演示立体图形在第一卦限时，学生即可看到
处在第一卦限部分是曲顶柱体，其中，项是柱面，底是四分之
一圆，结合二重积分意义，学生很快就可以将这一问题转变为
二重积分问题，演示期间，可以借助界面中的显示图形，先展
现直交柱面，然后站在不同视角观察其构成的立体形状，接着
显示立体在第一卦限图形， 同时引领学生计算这一部分体积。
动态演示模块中会用到 Manipulate、Arrow、Text 等函数编程，
由于程序相对较长，这里并没有逐一列出。

为了帮助学生灵活使用所学知识，文章就上述例题给出了
一种新的解决方法，并制作如下图 3 动态演示界面，引领学生
认真观察立体平行 yoz 平面截面形状都是矩形，学生即可明白
可以将问题转变为平行截面面积，便于解决已知立体体积。如此，
学生不仅提升对二重积分计算法的理解，还能对定积分应用价
值进行充分认识，此外还能培养学生多面解决问题能力。

曲顶柱体积：                                                             ，

二重积分计算公式：                                                      。

如此，推导过程也就相对交单。图形演示期间，我们应将公式
演示在投影屏幕当中，确保演示界面美观整洁。学生理解 X 型
区域当中的二重积分公式之后，我们即可快速给出 Y 区域中二
重积分计算公式，最终推导出普通区域当中二重积分计算法。

A(x)dx= dx∫a
bV=∫a

b φ2(x)
φ1(x)∫ f(x,y)dy

dx∫a
b

D 
∫∫ φ2

φ1
∫ f(x,y)dyf(x,y)dσ=

图 2 动态截面图

三、Mathematica在二重积分计算应用心得

1.区分二重积分与二次积分
不管使用哪种方法计算二重积分，其方法都是将二重积分

图 3 领解图示

转变为二次积分，一，先将其中一个积分变量转变为二次积分，
重点为找出积分上下限，若不能确定积分上下限，则可以借助
Mathematica 将积分区域画出，借助画出积分区域，即可准确判
断二重积分区域是 X 型还是 Y 型，若积分区域二者都不是，此
时需要对其进行分割，如此方能确定积分上下限，便于获得正
确结果。因此在二重积分与二次积分划分上应十分注意。

2.培养学生 Mathematica解决二重积分思维
Mathematica 身为一种科学计算软件，其中包含较多函数，

应用期间应积极调动函数相关功能。很多学生并不熟悉这一软
件，尤其不知道怎样应用二重积分。Mathematica 在解答二重积
分应用期间，思路有两个：一，直接利用软件解决二重积分函
数，如此即可获得二重积分数值；二，将二重积分变为二次积分，
便于间接获得二重积分。使用第二种方法可以使结果更为清晰，
与此同时，也能帮助学生掌握二重积分求解过程。具体而言应
努力做到下面几点：

2.1 提升学生课堂参与度。选择教学方法期间，因学生学习
期间常常形成合作学习氛围，故而我们常常选择将手动操与合
作学习法相结合。这一教学方法可以让学生开展小组互助学习，
如此不仅可以帮助基础较差学生提升基础，还能鼓励学生自主
开展实验操作，充当课堂教学主体，提升学生课堂参与度，从
而获得明显教学成效。

2.2 激发学生学习兴趣。让学生在繁琐计算中解脱出来，让
其将更多时间与精力放在数学方法与思维中，从而有更多精力
解决那些更难问题。借助现代化技术可以让抽象数学理论直观化，
便于激发学生学习兴趣，从而让学生更爱学习数学。

2.3 培养学生思想。一，教学期间化难的问题为简单，将未
知问题变为已知的，借助二重积分变为二次积分，启发学生思维，
便于让学生将多重积分变为多次积分，从而为后续三重积分与
普通知识学习奠定良好基础。

3.提升二重积分解决效率
在解决二重积分计算问题期间，结合被积分函数与积分区

域情况，使用不同计算方法，如此方能更好的解决二重积分问题。
其中有时候需要联合使用不同方法，二重积分求解期间需要合
理应用现有条件进行计算，这对解决沟通积分内容，提高学生
解决问题思路十分重要，此外，还能帮助学生熟练选择计算方法，
便于学生快速准确解决二重积分问题。积分作为微分的逆运算，
积分求解难度比微分求解难度高很多，Mathematica 软件的应用
能帮助学生解决复杂积分计算，培养学生二重积分学习兴趣。
二重积分求解期间，需要将某一变量当做常数，然后再对另外
变量进行积分，这一过程容易使学生混淆变量，进而出现计算
错误。所以，有必要加强 Mathematica 在二重积分计算中的应用，
提升学生解决二重积分效率与兴趣度。

四、结语

综上，文章通过介绍 Mathematica 软件在直角坐标系中二
重积分课堂教学中的应用，在前面介绍中我们发现，合理应用
Mathematica 来演示复杂立体图形，可以有效提升二重积分教学
效率，不断激发学生学习兴趣。Mathematica 软件具备强大图形
程序设计及项目演示等功能，因此可以将其视为良好的实验与
学习平台，同时可以辅助二重积分课堂教学顺利开展。教学实
践期间，应多次尝试类似实验，便于凸显课堂教学重点。
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