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如何理解量子力学中的力学量及力学量之间的关系

【摘     要】 物理量在量子体系和经典体系中，表达方式不同，具有全新的概念，引入了线性厄米算符。同时力学量之间又存在着紧密的关系，

判定线性厄米算符之间的对易关系是量子力学解决这一问题最简单的方法。对易，便会有共同的本征函数，力学量能够同时被

确定；不对易，则满足不确定关系。力学量的这些关系是解决量子力学问题的关键所在。
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例 如： 一 维 线 性 谐 振 子， 它 在 时， 归 一 化 波 函 数 为 
，式中 为一维线性谐振子本征函数，

求这一时刻测量能量的可能取值、取值几率及平均值。从题目
可以看出 不是一维线性谐振子本征态，所以测量能量不
能取确定值，可能取值为：  ，  ， ；由于
已归一化，相应的取值几率为： ，  ，  ；平均值

 。

由此可见量子力学中的力学量与经典不同，一般情况下不
取确定值，但有相应的取值和取值概率，存在确定的平均值。
态空间任意归一化向量都可以向一组正交归一完备基展开，展
开系数模的平方代表着在这些本质态进行上测量的取值几率。 
 
二、量子力学中力学量与力学量之间的关系

在量子力学中物理性质是用力学量加以描述的，描述某一
物理性质一般需要多个力学量，这些力学量与力学量之间存在
着一定的联系，研究它们之间的关系就显得尤为重要。力学量
又被线性厄米算符表示着，力学量与力学量之间的关系的探究，
最终演化为力学量算符之间的关系，即两个或两个以上这些线
性厄米算符之间的关系决定着力学量取值情况。化简研究，引
入对易括号的概念，即  ，称为 与  的对易关系。
若  ，则算符 和 是对易的；若  ，则算符
和 不对易。下面对两种对易关系进行分析，最终给出量子力
学中力学量与力学量之间的关系。

1.力学量算符对易
在量子力学中，哪些力学量可以同时取确定值呢？这是我

们一直关注的问题。其实确定这个问题的判断依据就是对易关
系存在于算符之间。相关定理描述如下：如果算符 和 对易，
即  ，则这两个算符有组成完全系的共同本征函数 [3]。定
理说明两个算符关系对易时，它们就具有相同的本征函数，即
在这个本征态下对力学量 和 一起测量同时可以取确定值。

（1）完整力学数量组
如果是多个力学量算符它们之间相互对易也有共同的本征

函数系。就将能够唯一确定体系波函数所需要的相互对易的力
学量的集合，称为完整力学数量组。确定完整力学数量组，找
到波函数，即在此状态下测量这些力学量可以同时取确定值。
例如：中心力场中的氢原子，在定态时还不考虑自旋，完整力
学数量组为 ，它们的共同本征函数系为 。若
在态 这种情况下进行测量，相应的算符 对应的物理
量能量 值为： ，同理，角动量数值为：  ，角动量
的 z 分量的值：  ，并且它们在 态上同时具有确定值。
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习近平主席主持中央政治局第二十四次集体学习中，强调
量子力学是人类探究微观世界的重大成果。量子科技发展具有
重大科学意义和战略价值，要加快量子科技领域人才培养力度，
加快培养一批量子科技领域的高精尖人才，建立适应量子科技
发展的专门培养计划，打造体系化、高层次量子科技人才培养
平台 [1]。作为高等学校量子力学课程的主讲教师听到这一消息
特别激动，同时也深感责任重大，我们将尽其所能讲授好量子
力学课程，做好最基础的工作。本文将对量子力学中的力学量
及力学量之间的关系引发的问题进行探讨、分析并给出解决这
类问题的关键。

一、厄米算符

力学量在量子体系中和经典物理中的表示形式是不同的。
量子体系的任何力学量（或可观测量）都能够用线性厄米算符
表示 [2]。即线性厄米算符对应着量子力学中的相应的力学量。
因此先要清楚什么样的算符是线性厄米算符。线性算符很容易
理解，这里主要说明厄米算符。如果对于两任意波函数   和  ，
算符    满足等式 ，                          则称    为厄米算符 [2]。设厄
米算符构成的本征方程为              ，根据厄米算符定义， 本征
值是实数，力学量测量值也是实数，二者相符，因此更加证明
厄米算符表示量子体系中力学量的正确性。同时，厄米算符的
全部本征函数组成的集合构成一组正交归一完备基，由它们构
成了希尔伯特空间，将在这个空间里进行量子力学的所有研究 [3]，
空间维度发生了巨大变化，对空间的认识不断提升，量子力学
给我们提供了更为广阔的研究空间。

1.力学量与算符关系
这里量子力学中的力学量用字母 表示，它所对应的厄米

算符记为  ，相应本征方程 。通过求解本征方程，
得到全部本征值 ，将它们组成一个集合 ，称之为本征值
谱。将所求出的波函数 被放入 中，集合表示力学量全部
可能状态，它们构成一组正交归一完备基矢。假如求解算符
的本征态为 本征值为 ，这说明此时测量力学量 它刚好
有唯一的值 。但如果 所在的状态并不是 ，情况就复杂
些，即处于 态（已归一化状态）时，再对力学量 进行测
量，就不会有确定值，需要进一步处理，将波函数向算符 的
正交归一完备基 展开，即  ，力学量 的可能取
值必将在 的本征值谱 中全部找到，相应的取值几率恰好就
是 式子中的系数 的模的平方 ，根据取值及取值
几率最终能够求出确定的平均值。

2.举例分析
应 用 力 学 量 和 算 符 关 系 可 解 决 很 多 问 题， 举 例 说 明。
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（2）取值概率不随时间变化
用 算 符 表 示 任 意 力 学 量， 而 哈 密 顿 算 符 用 表

示， 如 果 它 们 之 间 关 系 为：  ， 就 说 明 它 们 拥 有 共
同 本 征 函 数 系 ， 可 以 列 出 两 个 本 征 方 程 分 别 为：

 。 这 时 态 矢 量 空 间 的 任 意
归 一 化 波 函 数 都 可 以 向 这 组 正 交 归 一 基 做 展 开

 ，对应的展开系数为  ，
对展开系数作时间的微商，  ，利用薛定
谔方程  ，最终可以求出  ，可以看
出任意时刻 的展开系数和零时刻的展开系数只差一个相因子，

而展开系数模的平方表示取值概率  ，很容易证明
取值概率不随时间变化  ，任意时刻 与
零时刻取值概率一致。即力学量算符 和哈密顿算符 对易时，
任何时刻测量力学量 所在的体系，力学量的取值概率都不会
随时间发生改变。

（3）运动恒量及守恒定律
如果力学量 不显含时间  ，同时二者对易  ，就

有  ，力学量 的平均值就被唯一的确定下来，不管粒子处
于哪种状态，力学量 的平均值不会受到时间变化的影响将一
直保持不变，力学量 被称为运动恒量，或者说 在运动中守
恒 [4]。例如研究不受外力影响的自由粒子的动量问题，设粒子
所处位置势能为零，其能量算符为  ，这里动量算符 与
时间 无关，同时  ，容易证得：  , 力学量动量就
是运动恒量，动量平均值是个常数被唯一确定下来不在变化，
以上内容被称之为动量守恒定律。同样方法还可以推出角动量
守恒、能量守恒、宇称守恒等等。

2.力学量算符不对易
两个力学量算符满足 这一关系，这说明 与

不对易，一般情况下它们不可能拥有相同的本征函数，在同
一状态想对力学量 和力学量  进行测量这也是不可能成功
的，它们不可能同时具有确定值，力学量之间将满足不确定
关系。即在任意归一化状态 下，同时测量两个线性厄
米算符 和 对应的力学量，它们的差方平均值满足关系式 

，称为不确定关系 [3]。
（1）不确定关系分析
观察不确定关系表达式发现不等右边与两个算符的对易关

系有关联，不等右边必将是一个大于零的数，即如果一个力学
量的差方平均值越小，另一个力学量的差方平均值将越大，否
则不等式不成立。例如最著名的海森堡关系式：  ，
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如果在某任意态下测量坐标有确定值即  ，为了满足不确
定关系式动量必须取  ，这样一来都就没有办法同时确坐
标和动量，即确定粒子坐标位置，动量无法确定，反之亦然。
再观察不确定关系表达式，在任意态上两个算符的差方平均值
之积一定不小于某个数，也就是说可以有一个状态不确定关系
表达可以取等号。这个状态就是使差方平均值之积最小的状态，
被称为最小不确定态。

（2）不确定关系解决相关问题
以估算一维谐振子的基态能量为例进行说明。首先来看谐

振子的能量算符  ，第一项包含动量算符，第二项
包含坐标算符，两者不对易  ，因此满足不确定关系
式：  ，也就是说要对能量进行测量不能有确定
值，但存在最小不确定态，也就是基态，这样一来就可以根据
不确定关系表达式进一步来估算谐振子的基态能量。此时，能
量等于哈密顿量在定态上的平均值：   ，因为：

 ，  ，通过计算  ，再利用不确
定关系 取等号，则有，  ，将 对 
求导，估算出基态能量  ，与实际求解相同。还可以解释，
原子核中为什么不存在电子？通过原子核的尺度，应用最小不
确定态，估算原子核中电子具有的能量，发现大约为原子核和
电子之间库仑能的三十多倍，这是不可能的，因此原子核中不
存在电子。还可以根据原子的尺度，一方面估算出电子速度的
最大变化范围即不确定度为：  ，另一方面估算
电子在原子中的运动速度的平均值为：  ，它们的
数量级相同，由此可以说明原子中电子运动不存在“轨道”[5]。
还可以估计微观粒子质量、谱线的自然宽度等问题。总之，不
确定性关系是量子力学史上不可或缺的理论，它的诞生解释了
经典物理中所遇到的困难，并且推动各个学科的发展。

三、结语

线性厄米算符用来表示量子体系中的物理量，量子力学把
它作为基本原理提出可见地位重要。如果能够充分了解量子体
系中各力学量算符之间的相互关系，即力学量算符之间的对易
关系，就知道什么时候可以同时测量物理量并取确定值，什么
时候满足不确定关系，通过最小不确定态估算并解释物理现象。
处理好上述关系可以加快量子力学学习效率，使得学生更快进
入量子力学学习情境，掌握这门知识。
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