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职教探索 

Poisson 公式的详细证明 
◆李玉荣 

（武警警官学院基础部  四川省成都市  610213） 

 
摘要：调和函数是一类重要的函数，它的边界值唯一地决定其内部的值，

Poisson 公式就是用调和函数在圆周上的值来表示其圆内的值。本文利用

Cauchy 公式及 Cauchy 定理给出了 Poisson 公式的详细证明。 
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Poisson 公式是用调和函数在圆周上的值来表示其圆内的值。
它说明若已知一个闭圆上的调和函数在圆周上的值，这个调和函
数在该圆内的值就唯一地确定了。 

定 理 （ Poisson 公 式 ） 设 函 数 在 内 调 和 ，
，则当 时有 

 
 
 
 
证明：由于 是单连通区域，从而 存在共轭调

和函数 ，使得 在 解析，其
中 

 
在 用 Cauchy 公式得 

① 

由于 因而 ，即函数 在

上解析，由 Cauchy 定理有 

 

所以得到  

 
对上式取共轭后再与①式相加得 

       ② 

上面得到的结果也称为 Schwarz 公式，由于 

 
所以对②式两边取实部得 

 
证毕 

1、在 Poisson 公式中，若令 ，则由于 ，

从而 

 
所以有 

 
注：在实变函数中常用上面形式的 Poisson 公式。 
2、当 换成 时， ，由 Cauchy

公式得 

 ③ 

由 Cauchy 定理 

 

即有  

对上式取共轭并与③式相加得 

 
上面得到的结果即为这种情况下的 Schwarz 公式，由于 

 
所以此时 Poisson 公式为： 
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