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对积分轮换对称性综述 
◆杜朝丽 

（武警警官学院  四川成都  610213） 

 
摘要：多元函数积分是高等数学中的复杂知识点，本文介绍轮换对称的

定义并列举若干例子说明了如何利用轮换对称性简化多元函数微分与重

积分的计算。 
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对称性不仅是数学美的重要特征，在艺术的各种要素中又是

一个非常重要的要素，因而探讨对称性在解题这门艺术中的应用
就非常必要。微积分是高等数学中的重点和难点。在某些复杂的
微积分计算和证明过程中，特别是涉及三元及三元以上的多元微
积分问题，用常规的方法解决十分困难。若能注意并充分利用积
分区域的对称性、被积函数的奇偶性以及积分变量的轮换对称性
探求多元函数微积分的简化途径，利用其结果计算，可以简化计
算过程，提高解题效率。对于有些原本并不具有对称性的问题，
我们要善于根据问题的特点构造对称性，从而达到简化问题的目
的。 

一、预备知识 
（一）第一类曲线积分 
若 平 面 曲 线 0),(,0),(:  xyuyxuL ， 则
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同样可以进行多种其它的变换。 
（二）第二类曲线积分 
第二类三维空间中的曲线积分跟（一）总结想同，但是第二

类 平 面 上 的 曲 线 积 分 不 同 ， 若 若 平 面 曲 线

0),(,0),(:  xyuyxuL ，则  
LL

dyxyfdxyxf ),(),(  

（三）第一类曲面积分 
（ 1 ） 对 于 曲 面 积 分 ， 积 分 曲 面 :S 0),,( zyxu ， 

0),,( xzyu ， 积 分 曲 面 方 程 没 有 变 ， 则
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（ 2 ） 对 于 曲 面 积 分 ， 积 分 曲 面 :S 0),,( zyxu ， 

0),,( zxyu ， 积 分 曲 面 方 程 没 有 变 ， 则
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（ 3 ） 对 于 曲 面 积 分 ， 积 分 曲 面 :S 0),,( zyxu ， 

0),,( yxzu ， 积 分 曲 面 方 程 没 有 变 ， 则




 dSyxzfdSzyxf ),,(),,( ，同样可以进行多种其它的变换。 

（四）第二类曲面积分 
如果函数 0),,( zyxu ， 0),,( xzyu ，那么这个面上的曲

面积分 
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dxdyxzyRdzdxxzyQdydzxzyP


 ),,(),,(),,( 同样

可以进行多种其它的变换. 
二、典型例题： 

例 1.若 222: ayxL  ，计算 dsx
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解：对于 L，记 0),( 22  yxyxu ，则 0),( 22  xyxyu  
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例 2. 若 
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解：由曲线知： yx , 的位置对称， dsydsx  
  

所以 adsdszyxdszyx 22)(2)23(   
 

例 3. dSzyx )( 222 


，其中 2222: Rzyx   

解：由于 2222: Rzyx  关于 zyx ,, 具有轮换对称

性，因而 
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例 4. zxdxdyyzdzdxxydydz  


I ，其中 1:  zyx

是第一卦限部分的外侧. 

解：由于 1:  zyx 关于 zyx ,, 具有轮换对称性，因

而  
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例 5. dxdyyxdzdxxzdydzzy )()()(I  


 其中  为

锥面 22 yxz  （ )0 hz  ）的外侧. 

解：由于 关于 yx , 具有轮换对称性，因而 
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通过上述例题，可以发现用积分的轮换对称性可以简化积分
运算，大大降低了积分的难度，以上方法仅供参考。 
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