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高教研究 

“田忌赛马”对策问题的进一步探析 
◆纪  铭 

（武警警官学院 基础部  四川成都  610213） 

 
摘要：本文着重研究“田忌赛马”这个对策问题，证实最优混合策略并
不像多数教材中所表现的唯一性，而是有无穷多个，并不一定双方应等
概率选择自己的每个策略，存在其他情况也会使得齐王平均每次可赢得
一千金。这是由于齐王的实力相比较更胜一筹。 
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博弈论是运筹学的分支，是一门用数学理论与方法来研究敌
对方面在冲突情况下，采取各自最优行动的学科。在军事上，运
用运筹学中的博弈论和线性规划方法，根据兵力部署的一般原
则，建立兵力分配优化模型也是研究热点[1,2]。本文主要针对“田
忌赛马”这个对策问题进行深层次的探析。“田忌赛马”这个对
策是二人有限零和博弈，是非合作博弈中重要的一类零和博弈，
但它只是非合作博弈的特例。现实中更多的非合作博弈是非零和
的，零和博弈对研究非零和博弈有很大的启发作用，当代研究非
零和博弈对于提高人们之间合作和竞争的效率，推动社会经济发
展，有更大的作用。从而研究“田忌赛马”这个对策问题是有意
义和价值的。 

田忌赛马这个故事是中国战国时期有名的通过一定策略在
竞技中获胜的事例。出自《孙子吴起列传第五》，故事主角是田
忌、孙膑和齐威王。田忌与王及诸公子逐射千金，孙子见其马足
不甚相远，马有上、中、下辈。及临质，孙子谓田忌曰：“今以
君之下駟与彼上駟，取君之上駟与彼中駟，取君中駟与彼下駟。”
驰三辈毕，田忌一不胜而再胜，卒得王千金。从博弈理论出发，
此竞技属于一类范畴——完全信息静态博弈。我们知道任何一个
博弈都由三部分组成：参与人、战略空间、收益函数。进一步我
们知道，此竞技还属于二人有限零和博弈。通常对于二人博弈，
标准式表示可用双变量矩阵，比如每个参与人都有三个对策可
选，则双变量矩阵为： 
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在上面的博弈中，局中人分别是：参与者 A 和参与者 B，战

略空间 1 2 3, ,A A A 和 1 2 3, ,B B B ,收益函数为双变量矩阵 U，矩阵

中每个单元有两个参数，如当局中人 A 选战略 A1，局中人 B 选

战略 B1 时，在这个局势中，局中人 A 的收益是 a，局中人 A 的

收益是 b（其他类似）。 

接下来我们给出m n 型矩阵对策的解法，这种形式的矩

阵对策经常见到。采用线性规划的方法，假定某个二人有限博弈

问题的支付矩阵为这种形式，并且博弈双方所有纯策略都是行动

策略，即满足 * *0, 0( 1, 2, , )i ix y i n    ，那么甲乙双方的最

优混合策略就可有下面的方程组解出， 
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这是满足非负条件的一组 1n 个未知变量的线性代数方程
组。对于 n 个变量的方程组有这样的结论，即（1） n 个未知数
的齐次线性方程组 0Ax  有非零解的充分必要条件是系数矩阵
的秩 ( )R A n 。（2） n 个未知数的非齐次线性方程组 0Ax  有
零解的充分必要条件是系数矩阵 A的秩等于增广矩阵 ( , )A b 的
秩 ， 即 当 ( ) ( , )R A R A b n  时 方 程 组 有 唯 一 解 ， 当

( ) ( , )R A R A b n  时方程组有无穷多个解。 

在一定情况下，若查明博弈问题 G 没有鞍点，并事先分析

出 * *,i jx y 均不为 0，那么可以用线性方程组来解。在“田忌赛马”

这个对策问题中，最优纯策略（鞍点）不存在，利用线性方程组

相关理论进行求解，由于田忌、齐威王各有 6 个策略可供选择，

由对称性可知，每个策略被选中的可能性都存在，因此完全可以

认为 0, 0 ( 1,2, ,6; 1, 2, ,6) i jx y i j    ，于是可得到下列

线性方程组 
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在目前大部分教材和相关文献，对这个问题都一致认为对局

中人Ⅰ存在唯一最优解 *X ，并且 
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同理得到对局中人Ⅱ存在唯一最优解
*Y ，并且 
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但我们通过相关计算发现，利用线性方程组解的结构和相关
理论，我们发现这个方程组解的个数并不是唯一的，也就是在保
证对策的值 1v  （也就是保证齐王的赢得不少于 1 千金，田忌
的损失不多于 1 千金）的前提下，这个问题存在无穷多最优解。 

例如解 
* *
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就是这个齐次线性方程组的两个解，由于在方程组中未知变
量的个数等于 7 个，通过计算这个线性方程组系数矩阵的秩等于
6，小于未知变量个数 7，根据齐次线性方程组解的相关理论，
我们证实解不是唯一的，7 个未知变量中有一个自由变量，我们
令

6 ,x c c ，得到 
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由此可见，最优混合策略会随着自由变量 6 ,x c c 取

值的不同而不同，但齐威王的期望赢得不会减少，田忌的期望损

失也不会增多。在“田忌赛马”这个对策问题中，最优混合策略

并不是像多数教材中所表现的解的唯一性，而是会随着自由变量

c 取值的不同，解发生变化，并且
6 ,x c c ，我们说这个对

策 问 题 的 最 优 混 合 策 略 是 无 穷 多 个 的 ， 但 是
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X v  ，这个解并不是说没有意义，这个解是

最简单而且概率相等的一个，这个结论说明在双方等概率随机选

择自己的每个策略，而不对某一个策略有所偏爱的情况下，这样

经过若干次比赛以后，齐王平均每次可以赢得一千金，这是由于

齐王的实力更胜一筹。 
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