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浅谈复变函数的特有性质 
◆王国欣  牛玉俊 

（南阳理工学院数学与统计学院  河南南阳  473004） 

 
摘要：复变函数是实变函数的推广，在教学中可以运用类比和对比的方

法来提高教学效率和学生的学习效率，同时要格外关注复变函数的特有

性质，以加深学生对知识的理解，进而提升到应用的高度，培养学生理
论联系实际及解决实际问题的能力。 
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复变函数论是数学专业学生需要学习的一门重要的基础课
程，它的研究对象是以复数为自变量的函数。复变函数论产生于
两百多年前，在十九世纪时其理论知识得到了全面的发展，并在
二十世纪初得到了进一步的完善。复变函数不管是在数学理论方
面还是在实际应用方面，都有着很广泛的应用。在数学方面，复
变函数已经深入到概率统计、微分方程、计算数学、拓扑学等学
科。在实际应用方面，可以利用复变函数来处理物理学中的稳定
平面场问题；在飞机设计过程中，茹柯夫斯基在处理飞机机翼的
结构问题时也利用了复变函数论，并利用了复变函数知识解决了
航空力学方面和流体力学方面的问题。 

复变函数的学习是建立在数学分析或高等数学学习的基础
上的，很多概念和结论在描述形式上非常相似，但二者之间的本
质意义却不同。学生在学习这门课程时易与数学分析或高等数学
中的相关内容混淆，思维定势难以扭转，以至于难以理解甚至是
错误理解相关概念，从而增加了复变函数的学习难度。笔者在多
年的复变函数教学中，常常采用对比法，首先复习数学分析或高
等数学中的相关概念，然后把相似的概念推广的复变函数中来，
这样学生易于接受，效果比较好，而且能极大地提高学习效率。
在此过程中，再由学生自己去寻找、发现两者之间的不同，并多
次强调复变函数与实变函数的不同之处。以下对复变函数的特有
性质加以总结，并给出一些具体的教学案例，希望能给学生和任
课老师一些借鉴。 

1. 复初等函数的特有性质 
复初等函数[1]形式上与一元实基本初等函数[2]一样，但它们的

定义或者性质会有很大的区别。 

(1) 复指数函数
ze 具有周期性，即 ikzz ee 2 ，但是由于

0 xz ee ， 0)(  zz ee ，故数学分析中的微分中值定理及

积分中值定理不能直接推广到复平面上来。 

(2) 复正弦函数、余弦函数的许多性质与实正余弦函数相同，

但定义是不同的，复正余弦函数不再具有几何意义，并且是无界

的，即不再有 1sin z ， 1cos z 。在讲授这一知识点时一定

要重点强调，即使如此，也不能避免学生犯错误，由此可见思维

定势的威力。例如判断级数
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根据数学分析或高等数学中正项级数敛散性判断方法可知，
该级数是发散的。 

(3) 复对数函数是复指数函数的反函数，由方程 zew  可

以解出 zArgizzLnw  ln ， 

此式说明非零复数均可以取对数，其对数值仍为复数，虚部
为复数 z 的辐角。由非零复数辐角的多值性可知复对数函数是无
穷多值的。而实对数函数是单值的，并且只有正实数才可以取对
数。 

在复数域内，幂函数 zLnez   ，三角函数 
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等，反三角函数 

)1(sin 2zizLnizArc  ， )1(cos 2zizLnizArc   

等，由此可以看出复数域中幂函数、三角函数和反三角函数
都可以由复指数函数和对数函数表示，因此可以认为复变函数论
的基本初等函数是复常数函数、复指数函数、复对数函数。而且
复指数函数是复单值函数的核心，复对数函数是复多值函数的核
心。而在实数域中，六类基本初等函数是无法相互表示的。 

2. 复变函数的特有性质 
设 E 为一复数集合，若存在一个对应法则 f ，使得对任意

的 Ez ，都存在复数w与 z 相对应，则称 f 是定义在E 上的

复变数函数，简称复变函数[1]。由于复变函数的定义中并未声明

w的唯一性，所以复变函数可能是单值的，也可能是多值的。

如前面提到的复对数函数、复幂函数、复反三角函数都是多值函

数，究其原因，复变函数的多值性都是由复数 z 的辐角的多值性

引起的。 

复变函数的极限定义 )(lim
0

zf
zz 在形式上与一元实函数的极

限定义一样，但本质却不同，复变函数的极限在本质上同二元实

函数的极限一致，即 0zz 等价于 ),(),( 00 yxyx  。教师在

讲授这一内容时一定要多加强调，因为后面的连续、可导、解析

都离不开极限，而且这也正是复分析与实分析不同的根源。 

(2) 复变函数在一点 0z 处解析的条件是比较强的，要求在

0z 的某个邻域内都是可微的，所以复变函数在点 0z 解析，则在

0z 处肯定可导；反之则不一定。但是复变函数在区域内的可导

性与解析性是等价的，从而由可导的定义可以推出可导与解析的

判定条件。此外，解析函数的实部和虚部不是任意的，它们是可

以相互确定的，即由实部（虚部）可以确定虚部（实部）。这部

分内容在讲授时要用到大量关于二元实函数可微性方面的结论，

建议学生提前复习数学分析或高等数学中相关的内容。解析函数

的另一个独特的性质是它的无穷可微性，即解析函数的任意阶导

数仍解析，这一性质使得解析函数很容易就可在解析点处展开成

泰勒级数。 

(3) 复变函数的积分定义思路与一元实函数定积分的定义思

路一样，都是分割、取近似、求和、取极限。不同的是把实定积

分中沿着数轴从点 a 到点b 的积分路径推广到了复平面上沿着

曲线从起点 0z 到终点 1z 的积分路径，所以复积分的基本性质与

实数域中第二型曲线积分的性质基本一样。但也有些不同之处，

比如复积分中的牛顿—莱布尼兹公式与一元实函数的牛顿—莱

布尼兹公式形式上一样，但适用的条件不同。对一元实函数，只

要求被积函数在积分区间上连续，牛顿—莱布尼兹公式就成立；

对复积分，被积函数连续只能保证积分存在，但不能保证牛顿—

莱布尼兹公式成立，因为复积分是曲线积分，牛顿—莱布尼兹公

式是否成立与被积函数是否在某个单连通区域内解析有关，即如

果复积分的上下限都包含在被积函数的某个解析的单连通区域

内，则牛顿—莱布尼兹公式成立。积分路径上无奇点的复积分的

计算可参照下面的步骤。 
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(4) 解析函数的洛朗展式是一个双边幂级数，它不仅包含非

负整数次幂项，也包含负整数次幂项，所以泰勒级数可以看作是

洛朗级数的特殊情形。如果一个复变函数在某个区域内可以展为

泰勒级数，那么它在这个区域的洛朗展式就是那个泰勒级数。一

般来说，如果一个复变函数在圆盘内解析，则能够展开为泰勒级

数；如果函数在一个圆环内解析，则展开式为洛朗级数。洛朗级

数可以用来研究解析函数在孤立奇点附近的性质。这部分内容在

数学分析中没有相应的讨论，学生理解起来会比较困难，最好是

通过不同的例题来引入非孤立奇点与孤立奇点的类型。比如，
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孤立奇点。在讨论孤立奇点的三种类型时，可以借助于洛朗级数

来理解，如当  z0 时， 
!5!3

1
sin 42 zz

z

z ，因为右端的

级数在 0z 处解析，所以孤立奇点 0z 为
z

zsin 的可去奇点，

即可以去掉的奇点；又  
!7!5!3

11sin 42

23

zz

zz

z ，右端出

现负次幂项，负次幂的最高次为 2，所以当上式的左右两端都乘

以
2z 时，则右端的级数部分解析，从而 0z 为

3

sin
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z 的二阶极

点；但是，由于 
753 !7
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zzzzz
的右端洛朗级

数的负次幂项的指数趋于无穷大，负次幂项是无论如何都消不掉

的，所以 0z 为
z

1
sin 的本质起点。一旦学生理解了这些定义及

不同，后面关于孤立奇点的性质及定理理解起来就容易些了。 

(5) 留数（又可称为残数）是复变函数论中所独有的又一个

重要概念。留数的概念最早是在 1825 年由柯西提出的。由于对

解析函数的洛朗展开式进行积分时只留下一项 1
0 )(  zz ，因此称

它的系数
1C 为 )(zf 在 0z 处的留数。教学过程中的一个重难点

是如何利用留数来计算实积分，特别是那些原函数不容易直接表

示出来的定积分和广义积分。利用计算这些积分时，首先要考虑

的是怎么把实积分转化成复变函数的周线积分。由于不同类型的

实积分计算方法不同，所以讲授过程中可以先讲解例题，举一反

三，让学生归纳总结出一般形式。除了计算定积分，留数在很多

问题上都有重要应用，如函数零点与极点个数的计算，将亚纯函

数展开为部分分式，将整函数展开为无穷乘积，稳定性理论，渐

近估计等[3]。 

总之，在复变函数的教学中要应用类比、对比的方法引导学
生把数学分析或高等数学中相似的概念及结论推广到复数域来，
总结出复变函数的特有性质，再进行深入的研究，以便加深理解，
达到融会贯通的目的，进而提升到应用的高度，培养学生理论联
系实际及解决实际问题的能力。 
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