
2019 年 12 月（总第 222 期） 

1077  

高教研究 

群的同态及其应用 
◆郭  俊  李兴达  姚淑霞 

（兰州城市学院数学学院  甘肃兰州  730070） 

 
摘要：群的同态与同构是研究群与群之间关系的重要手段。本文
基于群的同态与同构关系，结合教学经验，通过典型问题的分析
阐明了群论中有关群的同态及同构问题的证明方法，为相关学者
对这方面的学习和理解提供一定的帮助和指导作用. 
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1 引言 
群的同态与同构关系是群论中非常重要的内容，群论中关于

子群、子群陪集、不变子群、商群及不变子群对群的分类问题等
都与群的同态及同构有密切关系[1]。当所给的群是商群，或环是
商环时，利用同态基本定理可以简化同态及同构问题的证明[2-4]。 

同构映射是群之间关系最密切的映射，存在同构映射的两个
群本质上可以不加区别，因为它们有相同的群结构，近世代数中
最基本与最重要的研究内容就是搞清楚各种代数系统在同构意
义下的分类，而同态映射只要求保持运算，显然它比同构映射更
灵活，能够研究两个不同构的群之间的联系。 

群的同态与同构是群论中非常重要的内容，而同态基本定理

是群论中最为核心的结论，它告诉我们，两个群在同态满射的条

件下蕴含着一个群同构关系 在处理一些同构问题时，

我们也常常逆用这个定理，也就是说，先构造出同态满射，再利

用该映射研究两个代数体系之间的关系。 

为方便分析，将文中用到的相关概念做如下说明。 

定义 1[5]若二元代数系统 满足： 

（1）G 对 o 来说是封闭的，即  

（2）o 在 G 中是可结合的，即 

 
（3）G 中至少存在关于 o 的单位元 e 即 

 
（4）G 中每个元素 a 都有逆元 a-1 即 

 
则称二元代数系统 为群（Group）。 

定义 2[5] 如果群 G 的非空子集 H 对于群 G 的乘法运算也作成

一个群，那么称 H 为 G 的子群，记作  

一个群 G 的一个不空子集 H 作成 G 的一个子群的充要条件

是： 

 
推论：一个群 G 的一个不空子集 H 作成 G 的一个子群的充

要条件是：  

定义 3[5] 设 G 是一个群，N 是其子群，若群中任意固定元的

左陪集与右陪集总是相等的，则称 N 是 G 的正规子群(或不变子

群)，记作  

定义 4[5] 一个群 G 的一个不变子群 N 的所有左（右）陪集所

做成的群叫做一个商群，用符号 表示. 

定义 5[5] 设 G 与 是两个群，如果存在一个映射 ,

满足 使得 ,记为 ,且 有 

 
则称 为群 G 到群 的一个同态映射。 

当 又是满射时，则称群 G 与群 同态，记作   

当 又是一一映射时，则称群 G 与群 同构，记作  

为方便叙述，常记 a 在 之下的象  

在群的同态与同构关系下，可以获得比较好的很多结论，下

面就比较基础和重要的结论做一介绍。 

2 群的同态与同构 

引理 1[6]设 G 是一个群， 是一个有二元运算(也称为乘法)

的集合.如果 则 也是一个群，并且，群 G 的单位元的象是

群 的单位元；G 的元素 a 的逆元的象是 a 的象的逆元，即 

 
证明：因为 是群，其乘法满足结合律，所以 的乘

法也满足结合律。 

设 是 G 到 的同态满射，e 是群 G 的单位元； 

令 在 之 下 的 原 象 是 a 则 于 是

但 故  即 是 的单位元。 

又 则  

但 故 即 是 的逆元. 

因此 也是一个群. 

应注意，本定理中的同态映射 必须是满射. 如，G 是正有

理数乘群， 为有理数集对 作成的代数系

统. 则 。 

是 G 到 的一个同态映射(但不是满射) ，虽然 G 是群，但

对 o 不仅不是群，连半群也不是（因为其代数运算不满足结合律）. 

引理 2[6]设 是群 G 到群 的一个同态满射，则 

(1)若  

(2)若 且在 之下诱导出

的一个同态映射. 

证 明 ： (1) 任 取 且 在 之 下 使

 
由 于 故 且 从 而 即

对 的乘法封闭；又 且 H 是子群，从而 也是

群，且是 的子群. 

(2)当 时，显然 非空； 

任 取 在 之 下 令 则

而 从 而

即 显然， 诱导出 的一

个同态映射。 

引理 3[5] 假定 G 和 是两个群，并且 G 与 同态，那么在这

个同态满射之下， 

G 的一个不变子群 N 的象 是 的不变子群； 

的一个不变子群 的逆象 N 是 G 的不变子群。 

证明: (1)由 N 是 G 的一个不变子群，由定理 2 知 是 的一

个子群。 

，在 G 与 的同态满射 之下，令 

 
则，在 之下，  

但由于 N 是 G 的不变子群， 因此由 是 N 在 之

下的象知， 这样， . 

因此， 是 的一个不变子群. 
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(2) 既是 的一个不变子群，由定理 2 知 N 是 G 的一个子

群. 

假定 a 是 G 的任意元，n 是 N 的任意元，而且在 之下， 

 
那么 由 是 的不变子群知，  但在

之下， 所以 这样， 

 
即 N 是 G 的一个不变子群. 

定理 4[5]（同态基本定理）假定 G 和 是两个群，并且 G 与

同态，那么这个同态满射的核 N 是 G 的一个不变子群，并且

 
证明：假定 a 和 b 是 N 的任何两个元，那么在 之下， 

因此  

这就是说，  

N 是 G 的一个子群. 假定 而且在 之下，

那么在 之下， 

 
即， 所以，N 是 G 的一个不变

子群.现在规定法则：  

我们说，这是一个 与 G 间的同构映射.因为： 

 
这就是说，在 之下 的元素只有一个唯一的象； 

（ii）给了 的一个任意元 ,在 G 里至少有一个元 a 满足条

件 由 的定义，  

这就是说， 是 到 的满射； 

 
(iv)在 之下， 这样  

同态基本定理告诉我们：如果群 G 同另一个群 同态，则这

个群 在同构意义下是 G 的一个商群。 

3 群的同态与同构的应用 

3.1 群同态在循环群中的应用 

应用 1：设 G 与 是两个群，且 , 若 G 是循环群，则

也是循环群。 
证明：设 由于 ,设在此同态满射下，G 的生

成元 a 在 中的象是 下证  

显 然 另 一 方 面 ， 任 取 令

 
则 于是 故  

因此 结论得证。 

应用 2： 假定 G 是无限阶的循环群， 是任何循环群，则 G

与 同态。 

证明：设 是无限阶的循环群， 是任一

循环群，定义  

下证 是同态满射。 

①因为 是无限阶的循环群，所以 从而 

 
于是，若 则 故 是映射； 

② 给 了 G 的 一 个 任 意 元 y 则

，使得  

故 是 g 到 的满射； 

③在 之下： 

 

故  

从而 是 g 到 的同态映射； 

综合以上三点可知， 是 g 到 的同态满射, 从而 g 与 同

态。 

应用 3: 假定 G 与 是两个有限循环群，它们的阶各是 n 和

m,证明，G 与 同态 .| nm  

证明：设 是两个有限循环群，

.)(,)( mbna    

)  设 且 为其同态满射，N 为同态满射 的核，则

但 , 故

   )  若 ，nm | 令 

 
下证 是同态满射. 

①

; 

当 即  

从 而 必 有

但是  

由n为a的阶知 从而 

 
故 是群 g 到 的映射； 

②给了 的一个任意元 y 则 从而在 g

里， ,使得 故 是群 g 到 的满射； 

③因为 

 

故  

从而 是群 g 到 的同态映射. 

综合以上三点可得， 是群 G 到 的同态满射, 从而 G 与 同

态。 

3.2 群的同态在普通数群中的应用 

应用 4：设 G 是正有理数乘群， 是整数加群，证明： 

 
是群 G 到 的一个同态满射，其中 a,b 是互素的正奇数，n

是整数。 

证明：显然 是群 G 到群 的满射. 

当 时，显然有 且 

 
从而 是正有理数乘群 G 到整数加群 的一个同态满射. 

3.3 同态基本定理在群的同构中的应用 

应用 5：如果 H 和 K 是群 G 的子群且 K 是群 G 的不变子群，

那么 )(/)( KHHKHK  [7]. 

证 明 ： 由 又 由 , 知

有意义。 

定义 其中 h、k 分别为 H、K 中的任意元。 

（i）若  

即有  

故 表 示 相 同 的 陪 集 ， 因 此 是 HK 到

的映射； 

（ii）对 中的任意元 由于
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故至少存在 HK 中的元 he=h 使得 所以

是 HK 到 的满射； 

（iii）因为 所以对任意 于是， 

存在 使得 从而 

 
但由于  

故 , 

所以 是群同态映射； 

（iv）由于 是 的单位元，因此 

 
又由于 因此有 从而

 
因此，由同态基本定理知：  

应 用 6 ： 设 是 对 乘 法

构 成 的 群 ，

 
证明：对 设  

(1)显然 f 是 G 到 的映射； 

(2) 给 了 的 一 个 任 意 元 a, 则 在 G 里 使 得  

故 f 是 G 到 的满射； 

(3)对  则 

 
所以 f 是 G 到 的同态映射； 

综合 (1),(2),(3)知 f 是 G 到 的同态满射. 

(4)同态满射的核 

 
因此，由同态基本定理知：  

本文通过群的同态与同构相关结论，结合教学经验，首先对

群论中的同态与同构的一些重要结论给于分析和证明；其次，通

过具体问题的分析了阐明了群的同态与同构在群论相关问题中

的应用。 

可以看出，寻找群 G 到群 的一个恰当对应法则成为解题的

关键。要证明两个群同态时，首先要证明所给法则是一个映射，

再说明它是满射，最后证明它满足 ，即是同

态映射就可以了。若要证明群 G 与群 的同构关系，需要在群同

态基础上，计算同态满射的核 最后应用群的同态基本定理

获得  

因此，获得证明和求解群的同态与同构相关问题的解题思路

如下：第一步：建立群 G 与群 的元素之间的对应关系 并证明

为映射；第二步：证明 为群 G 到群 的满射；第三步：证明

为群 G 到群 的同态映射； 

从而获得群 G 与群 的同态关系；若需证明群 G 与群 同构，

则继续进行 

第四步：计算同态满射的核  

第五步：应用群的同态基本定理得  
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