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抛体的包络线方程的推导 
◆刘智美 

（广东省中山市三鑫国际部） 

 
生活中的抛物线处处可见。例如，在忽略空气阻力的情况下，

篮球在空中划出的轨迹，可近似地看作抛物线。若我们以恒定的
初速度、不同的角度抛篮球，便能得到一个抛物线族。如果我们
在平面内做一条光滑曲线，使之与抛物线族里的每一条抛物线都
相切于某些点，那么我们称这条曲线为抛物线族的包络线。我们
可以利用其包络线与抛物线相切这一特点——即包络线与每条
抛物线有且仅有一个交点，求出包络线方程。已知抛体的包络线
方程，我们可以应用包络线方程巧妙解题。 

1.抛体包络线的求法 
解法 1：单变量函数求导。 
设抛体的初速度为u ，仰角为 ，重力加速度为 g ，则有：

， 消 去 t 得 到 抛 物 线 的 函 数 表 达 式 为
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图表 1  抛物线族与其包络线 

欲求包络线方程，我们发现对于某一个固定的 x 值，包络线

的Y 值就是当 变化时 y 的最大值（因为相切）。这时需要把 当

作自变量，把 x 当作常数。而 tan  ，于是此时 为自变量。 

把进行配方得到：
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解法 2：先以两个结论引出这个巧妙的方法。 
结论 1：抛物线簇里面的每一支抛物线的准线相同。 

证 ： 将 抛 物 线
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    进 行 配 方 后 得 ：
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，准线方程为：
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与仰角 无关。 

结论 2：物体在抛物线轨道上所具有的机械能等于物体静止
在准线上所具有的势能。 

证：根据能量守恒，抛物线上任意一点的机械能等于初始时

的动能，即 21
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mu ；物体静止在准线上的势能为
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二者相等。 

 
图表 2 

解：由前两种解法可知，抛体的包络线也是抛物线，且其包

络线唯一。由抛体运动轨迹的对称性知，包络线关于 y 轴对称。

因此可设包络线方程为： 2y ax b  。由结论 2 知，抛体所能达到

的最大高度为准线的高度，即
2
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g
 ，如图 2。根据包络线的性质

可知，包络线可由以速度u 的平抛轨迹向上平移
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后得到。由平

抛运动有： 2
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  ，则最终的包络线方程为：
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解法 3：多变量函数求导。 

在解题前我们先进行推导。 

 
图表 3  x-y 平面中曲线族 ( , , ) 0f x y   的两个相邻的曲线。 

如图 3，假设 1( , , ) 0f x y   与 1( , , h) 0f x y    是一曲线

族中的相邻的两个曲线，参数 只相差极小量 h ，两曲线在 x-y

平面上交于P点。另作一条曲线，使其与 1( , , ) 0f x y   切于Q点，

与 1( , , h) 0f x y    切于 R 点。当 1 固定， 0h 时， P 的极限位

置在包络线上。当 1 逐渐变化而作出曲线族时，Q 的轨迹便是

完 整 的 包 络 线 。 这 里 ， 图 3 的 两 条 曲 线 可 以 视 为 曲 面

f  ( , , ) 0f x y   分别交于 1  与 1 h   两平面的平面

曲线在 x-y 平面上的投影。沿着穿过 P点垂直于 x-y 平面的垂线

上，当 从 1 变化到 1 h  的过程中， ( , , )f f x y  的值会偏离

零，因为只有当 1  与 1 h   时 ( , , )f f x y  的值相等

且等于零。根据罗尔中值定理，对于 0 1  ，  ，使得
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，其中h任意小。于是 P Q ， ，

通过消去方程组中的 1 ，得出包络线方程 ( , ) 0g x y  。 
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2.由抛体包络线的引申出来的结论与应用 
结论 1：求此抛体距离发射点的最远距离。 

解：已知抛体包络线方程为
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  。易知最远距离这个

点在包络线上。设任意距离为d ，
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当 x 取最大值时， d 取最大值；当 0Y  ， x 取最大值，此时
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结论 2：最大射高为
2
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g
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证：令 0x  ，得
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u
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g
 。这也是以u 为初速度的竖直上

抛运动所达到的最大高度。 

结论 3：当仰角为 45   时，射程最大。

证：之前已经求出最远距离为
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，此时
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    可得 1  ， 45   。（从 45 角还

可以得知，当 45   时，每条轨迹都和包络线切于一点，而

45   时，轨迹在包络线内部，与包络线无切点）

应用：如图 4，在一个倾角为 的斜面上以u 为初速度发射

一个物体，求抛体沿斜面的最大射程 S 以及关于斜面的仰角 。 

图表 4 

解：抛体在斜面上的最远射程 S 在以u 为初速度的抛体的包

络线上。联立包络线方程与斜面的直线方程： ，解
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接下来求 。由知：
2

tan( )
u

g x
  


，把代入此式，解得
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例题 

例 1：如图 5，一个长为 L的梯子倚靠在一竖直墙壁上，求

梯子与墙壁和地面围成的面积的包络线方程。 

图表 5：假设地面和墙壁分别作为 x、y 轴 

解 ： 12 2 2
( , , ) 1 1 0

( )

x y x y
f x y a

a b a L a
      


 ，

32 2 2 2
0

( )

f x ay

a a L a


   

 
 ，联立和，解得
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代入并化简得：
2 2 2

3 3 3x y L  。

例 2：（2003 年全国高中数学联赛第 15 题）一张纸上画有半

径为 R 的圆O和圆内一定点 A，且OA a ，折叠纸片，使圆周

上某一点 'A 刚好与 A点重合。这样的每一种折法，都留下一条

直线折痕。当 'A 取遍圆周上所有点时，求所有折痕所在直线上

的点的集合。 

图表 6 

解法 1：由题意知：折痕是线段 'AA 的垂直平分线，如图 6，

连接O、 'A ，交折痕于点P ，连 A、 P 。 'P 为折痕上除 P 点

的 任 意 一 点 。 易 知 | | | ' |AP A P ， 则

| | | ' |OP A P  | | | | ROP AP  ，故点 P 在以点O和点 A 为焦

点， R 为长轴长的椭圆上，焦距为 | OA | a ，则半短轴长为
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。由此可知，包络线方程为： 2
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。

又因为 'P 在椭圆外，则折痕上的点总在椭圆外部或椭圆上。 

图表 7 
解法 2：如图 7，设 '( cos , sin )A R R  ，因为 (a,0)A ，则直

线 'AA 的斜率为
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。由题意知，折痕 l 为线段 'AA

的垂直平分线，则 l 的斜率为 cos
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 。线段 'AA 的中点
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， 化 简 后 得 ：
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。所有折痕所在直线上的点的集合为：
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