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中值点存在性中辅助函数的构造 
◆李远梅 

（武警警官学院 数学与物理学系  四川成都） 

 
摘要：针对中值点存在性问题，对辅助函数的构造进行了一种实质性的

探索，求原函数的方法使学生更易理解掌握。 
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高等数学中有许多内容涉及到中值点的存在性问题 ，这既
是高等数学教学中的一个重点也是一个难点。辅助函数的构造成
为解决此问题的关键，特别是在利用中值定理证明各类含导数的
等式及不等式中。本文就构造辅助函数的实质——寻找原函数，
进行分析、举证说明。 

一、分析 
首先罗尔定理，拉格朗日中值定理，柯西中值定理中函数满

足的前两个条件：闭区间上连续，开区间内可导都一样，结论都
是至少存在一个中值点使得等式成立。唯一不同是条件三越来越
弱。但拉格朗日中值定理，柯西中值定理结论可以通过移项变成
与罗尔定理形式一样的结论，即等式左边是含导数的函数，右边
为零。只需寻找使得罗尔定理条件三 )()( bfaf = 成立的辅助函
数。又因为结论是 0)( =′ ξf 。所以构造的辅助函数实质就是

)(xf ，即结论中等式左边的式 )(ξf ′ 的原函数。 
二、举例说明 
例 1、设奇函数 )(xf 在[-1,1]上具有二阶导数，且 1)1( =f ，

证明存在 )1,1(−∈ξ ，使得 1)()( =′′+′ ξξ ff  

证明： 1)()( =′′+′ ξξ ff ，转化为 01)()( =−′′+′ ξξ ff ， 

则原函数为 xxfxfxF −′+= )()()(  

因 为 )(xf 为 奇 函 数 1)1( −=−f ， 则 )(xf ′ 为 偶 函 数 ，

)1()1( ff ′=−′  
所以 )1(1)1()1()1( fffF ′=−′+=  

)1(1)1()1()1( −′=+−′+−=− fffF  
)1()1( −= FF  

由罗尔定理可证存在 )1,1(−∈ξ ，使得 1)()( =′′+′ ξξ ff  

例 2 、 )(xf 和 )(xg 在 ],[ ba 上 存 在 二 阶 导 数 且

0)()()()(,0)( ====≠′′ bgagbfafxg  

证至少存在一点 ),( ba∈ξ 使得 )(
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则原函数为 )()()()()( xgxfxgxfxF ′−′=  

则 0)()()()()( =′−′= agafagafaF ， 

0)()()()()( =′−′= bgbfbgbfbF  
由 罗 尔 定 理 得 至 少 存 在 一 点 ),( ba∈ξ 使 得

0)()()()( =′′−′′ ξξξξ fggf 即 )(
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例 3 、设 0>a ，函数 )(xf 在 ],[ ba 上连续，在 ),( ba 内可导，

且 0)( >′ xf  
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转 化 为 0)()( =′− ξξξ ff ， 即

0))()((2 =′−− ξξξξ ff ，原函数 
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例 4 、 设 函 数 )(xf 在 ],[ ba 上 连 续 ， 在 ),( ba 内 可 导 ，

aaf =)( ， )(
2
1)( 22 abdxxf

b

a
−= ，证明在 ),( ba 内至少存在一

点ξ ，使得 1)()( +−=′ ξξξ ff 。 

证 明 ： 将 1)()( +−=′ ξξξ ff 转 化 为 等 式

01)()( =−−+′ ξξξ ff  

即 0)1)()(( =−−+′− ξξξξ ffe ， 则 原 函 数 为

xexfexF xx −− −= )()( ， 

因为 aeafeaF aa −− −= )()( =0，因为 )(
2
1)( 22 abdxxf

b

a
−= ，

则必存在点 ηηη =)(, f  

所以 ηηη ηη −− −= efeF )()( =0，由罗尔定理得至少存在一点

),( ηξ a∈ 使 得 0)1)()(( =−−+′− ξξξξ ffe ， 即
01)()( =−−+′ ξξξ ff ， 1)()( +−=′ ξξξ ff  

例 5、设 0>a ，函数 )(xf 在 ],[ ba 上连续，在 ),( ba 内可导，

且 0)( =af ， 证 明 至 少 存 在 一 点 ),( ba∈ξ ， 使 得

)()( ξξξ f
a
bf ′−=

。 

证明：将 )()( ξξξ f
a
bf ′−= 转化为 0)()()( =′−− ξξξ fbaf ,

即 0))](()()([ 1 =−′−− −abfbaf ξξξξ ， 则 原 函 数 为

)()()( xfxbxF a−= ，因为 0)()( == aFbF ，由罗尔定理可知

至少存在一点 ),( ba∈ξ ，使得 0))](()()([ 1 =−′−− −abfbaf ξξξξ ，

即
)()( ξξξ f
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三、结论 
通过上述例子发现构造辅助函数时，往往需要将结论经过等

式变形才容易求得原函数。通常在不能直接求得原函数的情况

下，需要将结论乘以 xeα 或 α)( bax + 。为什么这样做的主要原因

是指数函数的导数是其本身，幂函数的导数除常系数外就是降

次。用求原函数的方法对解决此类含导数的中值点的存在性问题

不失为一种简便，有效的方法。 
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