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函数
x
xxf ln)( = 的图像与性质及其应用 

◆王建国 

（江苏省徐州市第 37 中学  221000） 

 

函数
x
xxf ln)( = 有着丰富的性质，其图像特征显明。以其为

原型或背景的函数应用题常出现在各地的高考及模拟试题中，熟

练运用其图像及性质解题可使问题化繁为简，化难为易。 

一、函数
x
xxf ln)( = 的图像与性质 

图像  

定义域    ），（ +∞,0        值域      
∞−
e
1,(  

单调性   在 ），（ e0 上，函数为单调增函数  在 ）（ +∞,e 上，

函数为单调减函数   有唯一零点 1=x  

最大值与最小值   当 ex = 时，函数有最大值
e
1

  无最小值 

渐近线    当 +∞→x 时， 0)( →xf ，图像越来越趋近于 x轴

的正半轴；当 0→x 时， −∞→)(xf ，图像越来越趋近于 y轴的

负半轴。 

二、函数
x
xxf ln)( = 的图像与性质的应用 

例 1.（2005 年全国高考试题） 

若
2
2ln=a ，

3
3ln=b ，

5
5ln=c ，试比较 cba ,, 的大小。 

解析：构造函数
x
xxf ln)( = ，由函数 )(xfy = 的图像及其性质

可知，在 ）（ +∞,e 上函数 )(xfy = 为单调减函数， 

而
4
4ln

2
2ln ==a ， 且 543 <<<e ， 所 以 ，

5
5ln

4
4ln

3
3ln >> ， 即

cab >> 。 

点评：根据 cba ,, 三个数的结构特征构造新函数，再利用新

函数的单调性比较三个数的大小，解法新颖，简洁。 

例 2.判断方程 xa x = （ 10 ≠> aa 且 ）根的个数。 

解析：因为 0>xa ，所以方程要有解，则需 0>x ， 

此时，方程 xa x = 等价于 xax lnln = ，即
x
xa lnln = 。 

问题转化为函数 ay ln= 与
x
xy ln= 图像公共点的个数。 

由于 1≠a ，所以 0ln ≠a ，由函数
x
xy ln= 的图像可知， 

当 0ln <a 即 10 << a 时，两个函数图像有一个公共点，即方

程 xa x = 有一个实根。当
e

a 1ln0 << ，即 eea
1

1 << 时，两个函数

图像有二个公共点，即方程 xa x = 有二个实根。 当
e

a 1ln = ，即

eea
1

= 时，两个函数图像有一个公共点，即方程 xa x = 有一个实根。 

当
e

a 1ln > ，即 eea
1

> 时，两个函数图像没有公共点，即方程 xa x =

无实根。 

综上：（略） 

点评：此题将指数型方程化归为对数型方程，从而将问题转

化为函数
x
xy ln= 的图像与直线的交点个数问题。结合它们的图

像，问题便迎刃而解。 

例 3.（2018 年江苏南通模拟试题）已知函数 1)ln()( ++= xxaxf  

（ 0≠a ）， 1)( 2 += xxg ，若函数 )(xf 的图像在 1=x 处的切线恰好

也是 )(xg 图像的切线。 

（1）求a的值； 

（2）若函数 1)()( +−= xfmxxh 在区间 ）+∞
 ,1
e

内有二个零点

（e为自然对数的底数），求实数m的取值范围。 

解析：（1） 1)1( += af ， ）（，

x
axf 11)( += ， af 2)1( =，  

所以 )(xf 图像在 1=x 处的切线方程为： 
)1(2)1( −=+− xaay  即 12 +−= aaxy  

联立方程组




+=
+−=

1
12

2xy
aaxy

022 =+− aaxx ， 

由题设， 042 2 =−−=Δ aa）（ ，解得 1=a 。 

（2） xxmxxfmxxh ln1)()( −−=+−= ， )(xh 在区间 ）+∞
 ,1
e

内

有二个零点，等价于方程 0ln =−− xxmx 在区间 ）+∞
 ,1
e

内有二个相

异的实根，即方程
x
xm ln1 =− 在区间 ）+∞

 ,1
e

内有二个相异的实根。 

由函数 1−= my 及
x
xy ln= 的图像及性质可得，

e
m 110 <−<  

即 111 +<<
e

m 。所以，实数m的取值范围为 





 +

e
11,1 。 

点评：函数 )(xf 有零点与方程 0)( =xf 有实根及函数 )(xf 图

像与 x轴有公共点为等价命题，常相互转换，解题时要注意灵活

运用。 

例 4. （2013 年江苏高考试题）设函数 xgaxxxf =−= )(,ln)(  

axe x − ，其中a为实数。（1）若 )(xf 在 ),1( +∞ 上是单调减函数，

且 )(xg 在 ),1( +∞ 上有最小值，求 a的取值范围；（2）若 )(xg 在
),1( +∞− 上是单调增函数，试求 )(xf 的零点个数，并证明你的结

论。 

解析：（1）略。 

（2） xexg x −=)(, ，因为 )(xg 在 ( )+∞− ,1 上时单调增函数，

所以 0)(, ≥xg 在 ( )+∞− ,1 上恒成立，即 xea ≤ 在 ( )+∞− ,1 上恒成立，

故
e

a 1≤ 。令 0)( =xf ，则
x
xa ln=  

所以函数 )(xf 的零点个数即为函数 ay = 与
x
xy ln= 图像公

共点的个数。 

由函数
x
xy ln= 图像及其性质可知：当 0≤a 时，函数 )(xf 有

一个零点；当
e

a 10 << 时，函数 )(xf 有二个零点；当
e

a 1= 时，

函数 )(xf 有一个零点； 

综上所述：当 0≤a 或
e

a 1= 时，函数 )(xf 有一个零点； 

当
e

a 10 << 时，函数 )(xf 有二个零点。 

点评：此题结构简洁，看起来很平常，但有一定的难度和区 

分度，如果分离参数a，利用函数
x
xy ln= 的图像与性质解题，会

避免复杂的运算与讨论。




