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摘要：给出了非齐次矩阵方程 AX B= 解的结构，推广了非齐次线性方程

组解的结构。 
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矩阵方程作为一类代数方程，广泛应用于现代系统控制等工

程领域[1]。在应用过程中，关键问题是矩阵方程解的问题。本文

从理论给出了非齐次矩阵方程 AX B= 解的结构，并给出了通解的

表达方式，推广了非齐次线性方程组解的结构。为了方便，总假
( ) ( , )R A R A B= 来保证 AX B= 总有解，P是一个数域。 文中出现

的数学符号都是标准的，可参见文献[2,3]。 

一.非齐次矩阵方程解的性质 
我先给出非齐次矩阵方程的定义，形如 AX B=  (1)，其中 

,m nA P ×∈ ,n sX P ×∈ m sO B P ×≠ ∈ ，的方程称为一个非齐次矩阵方

程，且称齐次矩阵方程 AX O=  (2)为它的导出方程。下面给出(1)

的性质。 

性质 1 若 1 2,X X 是(1)的两个解，则 1 2X X− 是(2)的解。 

证明因 1 2 1 2( )A X X AX AX B B O− = − = − = ,所以 1 2X X− 满

足方程(2)。 

性质 2 若 *X 是(1)的一个解，Y 是(2)的一个解，则 *X Y+ 是

(1)的解。 

证 明  由 于 ( * ) *A X Y AX AY B O B+ = − = − = , 所 以
*X Y+ 满足方程(1)。 

二.非齐次矩阵方程解的结构 
由性质 1，性质 2，我们不难得到下面定理，它推广了非齐

次线性方程组解的结构。 
定理 1 设 *X 是(1)的一个解， 1 2, , , tY Y Y 是(2)的解空间的一

个 基 ， 则 (1) 的 任 一 个 解 X 总 可 表 示 为
*

1 1 2 2 1 2, , , ,t t tX k Y k Y k Y X k k k P= + + + + ∈  。      (3) 

证明 设 X 是(1)的任一个解，则由性质 1 知， *X X− 是(2)

的 解 ， 从 而 *X X− 可 以 被 1 2, , , tY Y Y 线 性 表 示 ， 即 存 在

1 2, , , ,tk k k P∈ 使得
*

1 1 2 2 t tX X k Y k Y k Y− = + + + ， 

故
*

1 1 2 2 1 2, , , ,t t tX k Y k Y k Y X k k k P= + + + + ∈  。 

注 1  (3)式称为方程(1)的通解，是(1)的一个特解与导出方程
(2)的通解的和，推广了非齐次线性方程组解的结构。 

注 2 从非齐次矩阵方程解的结构来看，求(1)的通解关键是
寻找它的一个特解与导出方程(2)的解空间的一个基，其中(2)的解
空间的基可以通过线性方程组 0Ax = 的基础解系来构造，即若

( )R A r= 且 1 2, , , n rα α α − 是线性方程组 0Ax = 的一个基础
解，则 

1 2( ,0, ,0) , (0, , ,0) , , (0, ,α α× ×= = =   j i m s j i m s sjY Y Y
0, ) , 1, ,α × = −i m s j n r  

是(2)的解空间的一个基。 此时定理 1 中的 ( )= × −t s n r 。 

这些都可以通过矩阵的初等行变换方法来处理。 

三.举例 
例 1 解 矩 阵 方 程 AX B= 其 中 ，

1 3 1 0 2
,

2 6 2 0 4
A B

− − −   = =   −   。 

解 对 ( ),A B 施 行 初 等 行 变 换 ，

1 3 1 0 2 1 3 1 0 2
( , )

2 6 2 0 4 0 0 0 0 0
A B

− − − − − −   
=    −   

 , 

从而 ( ), ( ) 1R A B R A= = ，所以矩阵方程有解，且原矩阵方程

的一个特解是
* 1 0 2

0 0 0
X

− − 
=  
 ，线性方程组 0Ax = 的一个基础

解系为 ( )3 1 Tα = 。 依据注 2， 2 3AX O ×= 解空间的一个基为

11 21 31

3 0 0 0 3 0 0 0 3
, ,

1 0 0 0 1 0 0 0 1
Y Y Y     

= = =     
     

，从而据定理 1，

原 矩 阵 方 程 通 解 为
*

1 11 2 21 3 31X X k Y k Y k Y= + + + =
1 2

3 0 0 0 3 0
1 0 0 0 1 0

k k   
+ +   

   

3

0 0 3 1 0 2
,

0 0 1 0 0 0
k

− −   
+   

   
其中 1 2 3, ,k k k 为任意数。 

例 2 设

3 1 2
4 3 3
1 3 0

A
− 

 = − 
 
 

，

3 9 7
1 11 7
7 5 7

B
 
 =  
 
 

，且 AX B= ,求 X 。 

解 对 ( ),A B 施行初等行变换，得到 

( )
3 1 2 3 9 7 1 0 3 / 5 8 / 5 16 / 5 14 / 5

, 4 3 3 1 11 7 0 1 1/ 5 9 / 5 3 / 5 7 / 5
1 3 0 7 5 7 0 0 0 0 0 0

A B
−   

   = − −   
   
   

 ， 

从而 ( ), ( ) 2R A B R A= = ,所以原矩阵方程有解, 且它的一

个特解是
*

8 / 5 16 / 5 14 / 5
9 / 5 3 / 5 7 / 5

0 0 0
X

 
 =  
 
 

，线性方程组 0Ax = 的一个基

础解系为 ( )3 / 5,1/ 5,1 Tα = − 。 依据注 2， 3 3AX O ×= 解空间的

一 个 基 为

11 21

3 / 5 0 0 0 3 / 5 0
1/ 5 0 0 , 0 1/ 5 0 ,

1 0 0 0 1 0
Y Y

− −   
   = =   
   
   

31

0 0 3 / 5
0 0 1/ 5 ,
0 0 1

Y
− 

 =  
 
 

从而由

定 理 1 ， 原 矩 阵 方 程 通 解 为

*
1 11 2 21 3 31X X k Y k Y k Y= + + + = 1 2

3 / 5 0 0 0 3 / 5 0
1/ 5 0 0 0 1/ 5 0

1 0 0 0 1 0
k k

− −   
   + +   
   
   

3

0 0 3 / 5 8 / 5 16 / 5 14 / 5
0 0 1/ 5 9 / 5 3 / 5 7 / 5 ,
0 0 1 0 0 0

k
−   

   +   
   
   

其中 1 2 3, ,k k k 为任意数。 
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