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教学实践 

正交矩阵的分类 
◆张里钟 

（西北民族大学数学与计算机科学学院  甘肃省兰州市  730030） 

 
摘要：通过对文献[1]的学习，我们学习了什么是正交变换，什么是正交

基和规范正交基，并通过大量例题了解到了正交矩阵是一种重要的特殊

矩阵，在矩阵论中能够经常用到，因此了解它的性质，掌握它的分类是

必要的，譬如其上面的元素有着许多正交的性质，通过相应的转换，并

对其求矩阵的行列式，组合相应的等式组，通过研究并利用正交矩阵的

相关性质，解决了正交矩阵分类问题。 
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一、问题解决 
在给出例题前，首先我们要推荐一个把向量基正交化的方

法，也叫施密特正交化方法[1]： 

简单来说，我们先在 2V 内考虑，设{ 1 2,α α }是 2V 的一个基，

但不一定是正交基，通过从这个基出发，得出 2V 的一个正交基

{ 1 2,β β }，然后将 1β 和 2β 再分别除以它们的长度，就得到一个规

范正交基。 

详细来说，先取 1 1β α= ，借助于几何直观，为了求出 2β ，

我们考虑线性组合 2 1aα β+ ，从这里决定实数 a，使 2 1aα β+ 与

1β 正交。由 
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而正交矩阵中相关的列向量就是上述的规范正交基的各个
元素。 

因此要解决正交矩阵的分类问题，又通过基的性质以及矩阵
的性质，不同的正交矩阵有不同的阶，因此我们先用数学归纳法，
从阶数小的开始做起。 

我们只看一下 2V 和 3V 正交矩阵的类型。 

设σ 是 2V 的一个正交变换。σ 关于 2V 的一个规范正交基

{ 1 2,γ γ }的矩阵是 
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那么 U 是一个正交矩阵。于是 
2 2 2 21, 1, 0a c b d ab cd+ = + = + = （1） 

由第一个等式，存在一个角α 使 

cos , sina cα α= = ± 。 

由于 cos cos(α α= ± ）， sin = sin( )α α± ± ，因此可以

令 cos , sina cϕ ϕ= = 。 

这里ϕ α= 或 α− 。同理，由（1）的第二个等式，存在一

个角 

cos , sinb dψ ψ= = 。 

将 a，b，c，d 带入（1）的第三个等式得 

cos cos sin sin 0ψ ϕ ψ ϕ+ =  

或 cos( ) 0ϕ ψ− = 。 

最后等式表明，ϕ ψ− 是
2
Π 的一个奇数倍。由此可得 

cos sin ,sin cosψ ϕ ψ ϕ= = ± 。 

所以 
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因此 2V 有两种类型的正交矩阵。 

同理可得 3V 有三种类型的正交矩阵。 

以此类推 nV 有 n 种类型的正交矩阵，即 n 阶正交矩阵有 n

种不同类型的矩阵。 

二、总结 
由问题的解决以及参考文献和例题得出：因为正交矩阵每一

列向量线性无关，又是规范正交基，所以通过相关的正交矩阵的
性质，可以将正交矩阵的元素未知数组成相关的等式组，然后再
通过相关的代换，如三角代换，就可以最终求出正交矩阵的元素
值来，那么正交矩阵的分类问题也就解决了，即正交矩阵为 n 阶
矩阵，则其有 n 种类型，n 可以为任意正整数。 
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