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教学实践 

例谈巧用导数证明一类组合恒等式 
◆彭卫星 

（江苏省海门中学  226100） 

 
我们知道，导数是研究函数有关性质的好帮手，它也是解决

一类组合恒等式问题的好方法，容易理解，并且简单易于操作. 

利用构造函数求导来解决组合数问题，难在构造函数，关键在于

组合数的系数及上下标的特征，如何与所要构造的函数的特征结

合 起 来 ， 特 别 是 系 数 ， 主 要 是 通 过 1( )n nx nx −′ = ，
1((1 ) ) (1 )n nx n x −′+ = + 等函数的导数来构造，现举例如下. 

一、组合数下标相同，上标是连续变化的自然数，系数也是
连续的自然数 

例 1：证明： 1
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分 析 ： 我 们 知 道 证 明
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所证等式之间的联系，发现等式左边第 1i + 项 Ci
ni 比 Ci

n 多了个

i ，我们又想到导数公式 1( )n nx nx −′ = ，所以可利用该导数公式

解决系数 i ，因此我们对展开式
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对上式两边求导，得 1 1
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我们对上式两边 x赋值 1，得
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而 如 果 我 们 对 式 子 两 边 x 赋 值 −1 ， 可 得 另 一 恒 等 式
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变式 1：证明： 1
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分析：变式 1 与例 1 相比较，例 1 的系数与组合数的上标相

同，而变式 1 的系数比组合数的上标大 1.既然例 1 可以借助导数

公式 1( )n nx nx −′ = 解决了系数问题，那么变式 1 可否利用该导数

公 式 解 决 系 数 问 题 呢 ？ 答 案 是 肯 定 的 ， 我 们 只 要 借 助
1( ) ( 1)n nx n x+ ′ = + 就可以解决系数问题，因此只要在展开式
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对上式两边同乘以 x，得 1
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对上式两边求导，得 1 1
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我们对上式两边 x赋值 1， 1
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而 如 果 我 们 对 式 子 两 边 x 赋 值 −1 ， 可 得 另 一 恒 等 式
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变式 2：证明： 1 *
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变式 3：证明： *
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分析：变式 2 可以视作是对例 1，变式 1 的推广，因此可以

在展开式
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值 1 即可证得变式 2.对 x赋值-1 即可证得变式 3.（证明略） 

若组合数的下标是固定不变的数，上标是从 0 开始的连续的

自然数，系数是连续的自然数；或系数的绝对值是连续的自然数，

且正负号交替出现，则可用上述方法构造函数并求导，再结合赋

值法就能解决此类问题。 

二、组合数下标相同，上标是连续变化的自然数，系数是两

组连续的自然数的的积 

例 2：证明： 2 2 2 * *
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分析：我们已经有了证明例 1 及其变式的经验，系数可以利

用导数公式 1( )n nx nx −′ = 来解决，如何解决呢？我们观察第 1i +

项的系数
2Ci

ni ，组合数前的系数是 2i ，通过对 Ci i
n x 求导可得
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，既然通过一次求导就可以产生系数 i ，那么我们再求

导 一 次 又 可 以 产 生 系 数 ， 但 是 我 们 发 现 再 一 次 求 导 后 是
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ni i x −− ，不能直接求导，所以要再一次产生系数 i ，只要

对
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对式子两边 x赋值−1，得 2 1
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若组合数的下标是固定不变的数，上标是从 0 开始的连续的

自然数，系数是两组连续的自然数的积；或系数的绝对值是两组

连续的自然数的积，且正负号交替出现，则可用上述方法构造函

数并求导，再结合赋值法就能解决问题.还可以进一步推广，系

数或系数的绝对值是一组或几组连续自然数的积，都可以用上述

方法。 
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