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第一类曲面积分的计算方法探讨

潘全香

河南工学院 理学部 新乡 453000

【摘  要】针对第一类曲面积分这一难点，给出例子，针对曲面特点与被积函数的特点，提出三种常见的计算思路。
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在多元函数积分中，曲线积分和曲面积分的概念与

计算是其重点也是难点，其概念容易混淆，计算方法也

不统一，而且技巧性强。本文针对曲面积分的物理背景

引入，指出在计算第一类曲面积分时，除了通过转化为

二重积分的基本方法外，综合运用关于对称性、几何意

义等知识，可以有效减少计算量，这里给出计算时需要

注意的问题和其他一些计算方法和技巧 [1]。

1.计算时尽可能的使用性质化简曲面积分计算

1)首先从物理起源看

定积分表示非均匀直线构件的质量；二重积分表示

非均匀平面薄片构件的质量；三重积分表示非均匀空间

有界物体的质量；第一类曲线积分表示非均匀曲线构件

的质量；第一类曲面积分表示非均匀曲面构件的质量；

这五类积分具有相同的物理背景，因此有相同的性质。

除了定积分课本上明确提出来六条性质（线性、可加性、

几何性、不等式、估值不等式、积分中值定理）及奇偶

性，后面的四类积分还满足轮换对称性。因此,在做第一

类曲面积分题目时首先考虑能不能利用第一类曲面积分

的性质来化难为易、化繁为简。

首先考虑利用奇偶函数在对称曲面上的奇偶性简化

计算，这里回顾一下奇偶性的内容：

如果第一类曲面积分 中的被积函数

关于某一个变量具有奇偶性，而积分曲面 关于

另外两个变量所决定的坐标平面具有对称性，则可以考

虑奇偶性：设曲面 关于xoy面对称，

其他类似的结果不再列出，具体例子如

例1： 求曲面积分：

解：

这里直接利用线性和奇偶性即可，轮换对称性的使

用可用可无，再看下面的例2、3.

例2：计算曲面积分 ，其中曲面

是球面 。

解：积分曲面球面 关

于yoz面对称，被积函数关于x为奇函数，所以由对称性

可知 。

注：这个被积函数比肩复杂，不用奇偶性的计算无

从下手。但如果积分曲面整体不满足关于坐标面的对称

性，但是利用可加性可分为若干个积分曲面，而部分曲

面具有对称性，且被积函数关于对应的变量具有奇偶性

时，也可以在部分曲面上利用奇偶性化简。

例3：计算曲面积分 ，其中曲面 是锥面 

及平面 所围成的区域的整个边界曲面。

解： 积 分 曲 面 整 体 不 具 有 对 称
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性，但其中一部分锥面关于xoz面对称，被积函数关

于y为奇函数，所以由对称性可知 ，因此

即可。

其次考虑利用轮换对称性简化计算，积分轮换对称

性是指坐标的轮换对称性，简单来说就是将坐标轴重新

命名，如果积分区间的函数表达不变，则被积函数中的

x,y,z也同样作变化后，积分值保持不变。积分轮换对称

性主要分为二重积分、三重积分、曲线积分、曲面积分。

这里回顾一下第一型曲面积分轮换对称性的内容：

1) 设积分曲面 关于x,y,z具有轮换对称性，则

2) 注意到曲线积分和曲面积分中被积函数是定义在

曲线和曲面上的，

因此常规计算曲面积分三步曲“一代二求三投影”

的第一步强调的一代，即是将被积函数代入到曲线或者

曲面的方程中 [2]。在利用轮换对称性质时往往结合代入

曲面方程，如

例4：

解：

这里轮换对称性的使用大大化简了计算，代入曲面

方程，再结合几何性，此题计算再没有难点。

最后有的题目不能直接利用奇偶性，可以优先考虑

做个变换再利用奇偶性，如

例5：

解：

方法①：曲面方程化简为：

= 3.

做变换：

则曲面化简为：

则原式

方法②：利用形心公式

这里球面的球心即是其形心坐标 ，面

积是

所以

原式

注：由于曲面不是关于三个坐标平面对称的，不能

直接利用奇偶性。方法①做个变换后，曲面关于新的坐

标平面是对称的，可以多次使用奇偶性和几何性，计算

简单。而方法②利用了规则曲面的形心坐标，则体现了

学以致用的思想，数学知识解决了物理问题，物理知识

反过来又用于解决数学问题。

以上介绍的奇偶性和轮换对称性两个性质恰当及时

的使用可以大大简化曲面积分的计算，但不能刻意追求

性质的使用，而舍本逐末了，这里我们再总结一下第一

类曲面积分的常规计算方法。将第一类曲面积分转化为

二重积分的方法如下：

2.计算三步曲“一代二求三投影”

设曲面 方程： 第一类曲面

积分计算公式如下[3]：

教师可以让学生举一反三的写出曲面方程为其他形

式 时

对应的曲面积分公式：

例6： 由三个坐标曲面及平面

所围成的四面体的整个边界曲面。

解：设四面体的四个面分别为：

利用可加性，然后在第一步“一代”即发现坐标面

上的曲面积分均为零。

所以原式
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现在的教学改革多次强调教学内容要满足高阶性，

比如此题可继续深挖：

例7： 由方程 所表示的八

面体的整个边界曲面。

解：由八面体关于三个坐标面均对称，利用奇偶性，

并设曲面

原式

此时再趁热打铁，补充两道考研真题。将考研题融

入教学例子体现教育的高阶性，而且可以提高学生学习

的积极性。

如下题是2007年数一第14题

例8：

解：曲面由方程 所表示的八面体的整

个边界曲面关于三个坐标面对称，因此，利用奇偶性，

。

又显然曲面方程关于具有轮换对称性，因此有：

因此

再如下题是2012年数一真题:

例9：设曲面 ，则

解：常规三步曲“一代二求三投影”，

原式

通过上面几道例子可以得出，在计算第一类曲面积

分时，除了按照常规三步曲“一代二求三投影”将第一

类曲面积分转化为二重积分的方法外，对于某些有特点

的积分问题，结合下面三种方法往往可以使计算量大为

降低：

（1）利用积分曲面的方程化简积分表达式（特别是

积分曲面是平面的情形），如例4、7.

（2）利用积分曲面的（关于坐标面的）对称性及轮

换对称性化简曲面积分，如例1、2、3、7、8利用的奇偶性，

例4、5、6利用了轮换对称性。

（3） 利用第一类曲面积分的几何意义，即前面提到

的几何性（ 等于积分曲面的面积），例2、8最后一

步利用了几何性。

3.柱面面积元素新求法

若曲面出现母线平行于 z轴的圆柱面时，而被积函

数中出现 z，一代此时行不通。按照常规做法需要往xoz

或者yoz平面上投影，常规方法计算麻烦[4]。此时可考虑

换个计算面积元素的方法。

例8： 

解：因为

原式

4.小结：

遇到曲面积分的题目首先考虑能否用奇偶性、轮换

对称性整体代入等性质，否则考虑常规的三步曲“一代

二求三投影”，特别的，针对规则曲面不要忘了形心公

式。如若曲面是柱面可考虑换换面积元素表达形式将曲

面积分转化为定积分。
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